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PREFATA

Lucrarea prezintda o introducere in metodele matematice utilizate in
informatica si este o incercare de a oferi, in primul rand studentilor, un material
util, dar si cu gindul la nespecialist si la viitorul specialist. Sunt tratate doar
cateva din compartimentele matematicii discrete, care studiazd organizarea si
ordonarea structurilor, legate de multimi finite: corespondente si relatii, algebre
si logici, grafuri si modele de algoritmi. Lipsesc unele capitole, cum ar fi
combinatorica si probabiltdti discrete, automate si limbaje formale, etc, care sunt
studiate conform planului de studiu in cadrul altor discipline.

Am incercat si combin strictetea demonstratiilor cu exemple relaxante,
tinzand sd prezint in mod unitar unele concepte care, de obicei, sunt obiectul unor
lucrari separate de electronicd, calculatoare sau chiar inteligenta artificiala.

Dupa o succintd introducere, in capitolul 2 (de inceput), sunt tratate notiuni
fundamentale, cum ar fi multimi, corespondente, functii, operatii, relatii, algebre,
modele, sisteme algebrice. Am acordat o atentie deosebita algebrei relationale,
care este fundamentul bazelor de date relationale.

Capitolul 3 este consacrat prezentarii bazelor logicii matematice, incepand cu
logica booleana si pana la logica fuzzy. Notiunile de functii ale algebrei logicii,
forme canonice, circuite logice sau minimizarea functiilor booleene, extrem de
importante pentru un viitor calculatorist, au migrat din domeniul tehnic in cel
fundamental matematic. Acelasi lucru s-a produs si cu logica enunturilor, logica
de ordinul unu sau logica fuzzy - fundamentul matematic al dispozitivelor
tehnice, bazate pe inteligenta artificiala.

In capitolul 4 sunt expuse bazele teoriei grafurilor — de la notiuni generale si
metode de reprezentare pe calculator pana la algoritmi clasici, propusi de
matematicieni cu mult nainte de aparitia informaticii, dar fard de care
tehnologiile informatiei nu pot exista.

Incercarea de a preciza notiunea de algoritm este ficuti in ultimul capitol.
Dintre toate modelele algoritmice cunoscute sunt prezentate doar masinile Turing
in speranta ca acestea vor trezi cititorului un interes cat de mic pentru a face
cunostinta cu celelalte modele.

Ciclul de prelegeri a fost testat pe mai multe generatii de studenti, pe care ii
multumesc si pe aceastd cale, corespunde programei analitice a cursului
,Matematica discretd” pentru facultatea ,Calculatoare, Informatica si
Microelectronica” de la Universitatea Tehnica a Moldovei, dar, sper, poate fi util
tuturor celor interesati de domeniu.



1. INTRODUCERE

Prezenta lucrare este dedicatd metodelor matematicii discrete, aplicate in
informatici i are ca destinatari pe studentii si specialistii in stiinta
calculatoarelor si tehnologia informatiei, la fel ca si pe toti doritorii sa faca
cunostinta cu acest domeniu matematic.

Matematica traditionald, inclusiv matematica aplicatd, care formeaza
fundamentul stiintelor tehnice clasice, s-a conformat pe parcursul anilor
cerintelor acestora. Exista monografii si manuale, lucrari metodice i indrumare
consacrate problemelor legate de stiintele tehnice clasice si metodele matematice
respective. Nimeni nu mai considerd necesar sd explice notiunile legate de
calculul diferential sau integral in cadrul electrotehnicii sau termodinamicii. Nu
este aceeasi situatie si in cazul disciplinelor din stiinta calculatoarelor,
informatica teoreticd si aplicatd, inclusiv, sisteme expert sau inteligenta
artificiala. Foarte multi autori sunt convingi de necesitatea de a incepe de la
"zero", explicand ce este o functie logica sau un tabel de adevar, un circuit sau un
ciclu intr-un graf. Lucrarea de fatd este o incercare de a permite viitorilor autori
sd se concentreze totalmente problemelor tehnice tratate.

Un alt obiectiv este legat de faptul ca majoritatea inginerilor considerd
matematica un fel de dictionar mare. Este suficient sd poti doar localiza
informatia necesara, deschizandu-l la pagina respectiva. Inginerii sunt obligati sa
"iubeasca" formulele, dar nu si teoremele (ca sa nu vorbim de demonstrarea lor).
insa domeniile de varf ale stiintei contemporane cer cu insistenta sa fie schimbata
aceastda mentalitate, or problemele tehnico-stiintifice principale sunt legate nu atat
de lucrul cu modele cunoscute, cat de elaborarea unor modele noi. Pentru aceasta
este necesar ca matematica sa fie nu numai o metoda de calcul, ci si una de
gandire.

2. SISTEME ALGEBRICE
2.1.  Multimi si submultimi
2.1.1. Notiuni generale

Teoria multimilor studiaza conceptele de multime si de infinit si legile de
operare cu multimile. Notiunea de mulfime este una din notiunile primare ale
matematicii $i, ca §i majoritatea notiunilor primare nu are o definitie unanim
acceptata. George Cantor (1845-1918) a definit astfel aceasta notiune: "inteleg
prin multime, in general, tot ceea ce este mult, dar care poate fi conceput ca o
entitate, adica orice colectie de anumite obiecte putdnd fi inchegate Intr-un



intreg cu ajutorul unei legi oarecare". Obiectele care formeazd mulfimile se
numesc elemente. De obicei, elementele se noteaza cu litere mici, iar multimile
cu litere mari cu sau fara indici. Elementele se iau 1n acolade si se separd prin
virgule.

Vom nota apartenenta elementului @ multimii C in felul urmator: ae C, iar
dacd g nu apartine multimii C se va scrie g £ C. Multimile pot fi finite sau
infinite.

Expresia xe S semnifica, deci, faptul cd elementul x este un element al
multimii S. Daca Xi, X2,..., Xn sunt toate elemente ale multimii S, atunci poate fi
scris S={xu, X2,..., Xn}. Fiecare x trebuie sa fie distinct; nu putem repeta scrierea
unui element intr-o multime. Ordinea in care elementele sunt scrise in cadrul
multimii este arbitrara - multimile nu poseda o structurd interna.

Numarul elementelor unei multimi finite se numeste cardinalul acestei
multimi.

Cardinalul multimii A se noteazd prin |A|. Despre cardinalul multimilor
infinite se va discuta in paragrafele urmatoare. Un loc aparte ii este rezervat
multimii de cardinal zero (fira clemente, { }). Aceastd multime se numeste
multime vidi si se noteaza prin &.

Exemplul 2.1. Fie A = {1, 3, 6}; altfel spus, A este multimea care are ca elemente
valorile intregi 1, 3 si 6, alte elemente nu existd. Putem scrie 1 €A, 3 €
A si 6 € A. Din contra, afirmatia 2 & A este falsd ca si oricare alta,
care afirma cd altceva poate fi element din A.
Multimile pot avea ca elemente alte multimi. De exemplu, fie B = {{1,
2, 3}, 3, &}. B are aici trei elemente. Primul element este multimea {1,
2, 3}, al doilea este numarul intreg 3, iar al treilea este multimea vida.
Urmatoarele afirmatii sunt juste: {1, 2, 3} € B, 3 € B, si & € B.
Afirmatia 1 € B est falsa. Adica, din faptul ca 1 este element al unuia
dintre elementele lui B nu rezulta ci 1 este si element al lui B. «

Multimea A se va humi submultime (sau parte) a multimii B (se va nota Ac
B, simbolul & se numeste simbol de incluziune), daca fiecare element al
multimii A este §i element al multimii B. Se va mai spune ca B acoperd A. Doua
multimi A si B se vor considera egale daca contin aceleasi elemente, altfel, daca
AcB si BAA, atunci A = B. In cazul in care A B si A =B se va scrie A B, iar
A se va numi submultime proprie sau stricta a lui B.

Exemplul 2.2. Multimea A, formatd din numerele intregi, care se impart fara rest la 6,
este o submultime B, formata din numerele intregi pare. «

N.B. Multimea vida este submultime a oricarei mulfimi.



Exemplul 2.3. Toate relatiile de mai jos sunt adevarate:
1.{1,2,3}c{1,2,3 5}
2.{1,2,3} {1, 2,3,5}
3.{1,2,3} c{1,2,3}
Remarcam, cd o multime este intotdeauna si submultime a sa (p.3), dar
niciodatd submultime proprie, adica afirmatia {1, 2, 3} < {1, 2, 3} este
falsa. <«

Pentru fiecare multime A existd o multime p(A) care contine toate partile lui A
(inclusiv mulfimea vida si A). Aceastd multime p(A) se va numi booleanul lui A.
Exemplul 2.4. Pentru multimea F = {a, b, ¢} vom avea p(F)= {&] {a}, {b}, {c}, {a,b},

{a,c}, {b,c}, {a,b,c}}. Adica, p(F) este o multime cu opt elemente, fiecare
element fiind la randul lui o multime. Un alt exemplu, p(&) = {&}
deoarece & < S. Notidm cid {&J}, multimea care contine multimea vida nu
este aceeasi ca si multimea vida. Prima are un element - &J iar multimea
vida nu are nici unul. <«

Multimea tuturor obiectelor posibile in cadrul unei cercetéri concrete vom
numi multime universala sau universum (fard pretentii de strictete) si se
noteaza prin E sau U.

2.1.2. Metode de definire a multimilor

Multimile pot fi definite prin simpla enumerare a elementelor lor, dar
aceastd metoda este valabild doar pentru multimile finite cu un numér mic de
elemente.

O alta metoda propune sa se porneascad de la o multime S si o proprietate P a
elementelor, definind o multime ca toate elementele lui S care verifica
proprietatea P. Notatia acestei operatii, numita abstractie este

{X|x e8siPkx)}
sau toate elementele x din S, care verifica proprietatea P. Variabila x din ultima
expresie este locald, adicd putem scrie cu acelasi succes {y |y € S si P(y)} pentru
a descrie aceeasi mulime.

Exemplul 2.5. Fie A, multimea {1, 3, 6} din exemplul 2.1 si P(X) proprietatea “X este
impar”. Atunci, {X | X € A si x este impar} este o altd modalitate de a
defini multimea {1, 3}. Altfel, noi acceptim elementele 1 si 3 din A
pentru ca ele sunt impare, dar refuzam elementul 6, pentru ca el nu este
impar.
Consideram multimea B = {{1, 2, 3}, 3, &} din exemplul 2.1. Atunci, {A |
A € Bsi 4 este o multime } defineste multimea {{1, 2, 3}, &}.
Alt exemplu: multimea numerelor intregi nenegative, sau naturale, este
adesea notata prin N. Fie P(x) proprietatea “x este numar primar” (adica x
> 1 si nu are alti divizori decdt 1 si el insusi). Mulfimea numerelor



primare va fi notatd in acest caz {Xx | x € N §i P(x)}. Aceasta expresie
defineste mulfimea infinita {2, 3,5, 7, 11, ...}. €
Este tentant sd presupunem, ca multimile sunt finite sau cd existd un intreg n
si mulfimea considerata are exact n elemente. De exemplu, multimea {1, 3, 6} are
trei elemente. Insa, in foarte multe cazuri multimile sunt infinite, adica nu exista
un Intreg care ar limita numarul elementelor multimii. Iatd cateva exemple:
e N - multimea numerelor naturale;
e 7 - multimea numerelor intregi;
¢ R — multimea numerelor reale;
e C - multimea numerelor complexe.

Plecand de la aceste multimi pot fi create prin abstractie alte multimi infinite.
Exemplul 2.6. Multimea {X | X € Z si x < 3} este multimea tuturor numerelor intregi
negative la care se adauga 0, 1 si 2. Multimea {x | X e Z §i \/x € Z}
reprezintd multimea numerelor intregi care sunt patrate perfecte, {0, 1,
4,9,16,..}.4

A treia metodd constd in definirea multimilor prin intermediul unei
proceduri generatoare, care va descrie modalitatea de obtinere a elementelor
multimii din elemente initiale si/sau elemente, care au fost obtinute anterior. Se
vor considera elemente ale multimii toate obiectele care pot fi construite cu
ajutorul acestei proceduri. De pilda, multimea M = {1, 2, 3, 5, 8, 13,...} poate fi
definita cu ajutorul urmatoarei proceduri:

Dxi=1,x%x=2;
2) Xiv2 = Xi+1 + X, 1 =1, 2, 3,....

O multime poate fi definitd cu ajutorul functiei caracteristice, care are
domeniul de definitie multimea universala U, iar domeniul de valori multimea {0,

1}
1, dacda x € U apartine lui M

si ux)=
0, 1n caz contrar.

2.2. Multimi vagi

Definirea unei multimi cu ajutorul functiei caracteristice presupune ca
elementul x e U apartine sau nu apartine mul{imii M, 0 a treia posibilitate este
exclusa. Insi in realitate, pentru o mare diversitate de obiecte nu exista criterii
exacte de apartenenta: functia caracteristica doar pentru unele elemente este zero
(se cunoaste precis neapartenenta elementului la multimea datd) sau unu
(elementul apartine sigur multimii considerate). Pentru restul elementelor functia
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4(X) ar trebui sa ia valori intre 0 si 1. Aceste elemente formeaza obiectul teoriei

multimilor vagi (fuzzy) [1].

Exemplul 2.7. Multimea A = {x | x>>1} este definitd ca setul de numere mult mai mari
ca unu. In sensul obisnuit A nu poate fi consideratd o multime. Se poate
spune precis, cd numerele mai mici decat 1 nu apartin lui A. Numerele mai
mari ca 1 pot fi considerate elemente din A cu un anumit grad de
subiectivism: cu cat numarul considerat este mai mare cu atat pare mai
corect sa admitem, cd acesta apartine lui A. Ultima afirmatie poate fi
descrisa, de exemplu, cu ajutorul functiei caracteristice de mai jos

0, dacix <1

pax) = 1 dacix>1. «

1+i
x-1
O multime fuzzy A se va defini utilizand aplicatia multimii universale U in
segmentul [0, 1], adicd pa(x):U—[0, 1], care determinad gradul de apartenenta a
fiecarui Xxe U multimii fuzzy A. In acest caz functia ua(X) se numeste functie de
apartenenta. Altfel spus, o mulfime fuzzy A poate fi definitd ca o multime de
perechi (X, pa(x)), in care x €U, iar ua(x) este functia de apartenentd.
Exemplul 2.8. Multimea fuzzy a numerelor naturale "nu prea mari" poate fi definitd ca
multimea A a perechilor {(1,1), (2,1), (3,1), (4,0.9), (5,0.8), (6,0.7),
(7,0.6), (8,0.5), (9,0.3), (10,0.1), (11,0),(12,0),...}.
Multimea universala in acest caz este multimea numerelor naturale, iar
functia de apartenenta este definita, evident, subiectiv. <

Multimea fuzzy vida are functia de apartenentd egala cu 0: ¥xeU ue(x) = 0.
Multimea universala are functia de apartenenta identic 1: v €U py(x) =1.

Notiunea de egalitate a doud multimi fuzzy se introduce de asemenea cu
ajutorul functiei de apartenentd: doud multimi fuzzy A si B se numesc egale
daca X eU avem pa(X) = us(X).

La fel si relatia de incluziune: vom spune, ca multimea fuzzy A este
submultime a multimii fuzzy B (este inclusid in B, AcB), daca vxeU are loc
inegalitatea pa(X)<us(x). Multimea fuzzy vidd este submultime a oricarei
multimi.

2.3.  Operatii cu multimi

In acest paragraf vom defini trei operatii cu multimi: reuniunea, intersectia
si complementara, operatii de baza, si doud operatii suplimentare: diferenta si
diferenta simetrica.
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Reuniunea a doud multimi A si B se va numi multimea C (C = ACB), care
contine toate elementele lui A si toate elementele multimii B, alte elemente nu
are.

De exemplu, pentru A = {a, b, c, d} si B = {c, d, e, f} reuniunea lor va fi
multimea C ={a, b, c, d, e, f}. Cu alte cuvinte, C=A B ={x | xeA sau xeB}.

Reuniunea este o operatie

a) comutativa: A UB=B UA;
b) asociativa: AuB)uC=AuvuBuC=AuBuC
C) O este elementul sdu neutru: Auvugd=4

d) idempotenta: A VA=A
Remarcam, ca A < B atunci si numai atunci, cind A B = B.

Intersectia a douda multimi A si B se va numi multimea C = ANB, care
contine toate elementele comune ale acestor doud multimi: C = {x | Xe4 si x B}.
Pentru aceleasi A si B din exemplul precedent A-B = {c, d}.

Intersectia este o operatie

€) comutativa. ANB=BnNnA;
f) asociativa: APB)nC=AnBNnC)=AnBNnC
9) O este elementul sau absorbant: ANnd=0

h) idempotenta: A NA=A
Remarcam, ca A < B atunci si numai atunci, cind A DB = A,

Operatiile de reuniune si intersectie pot fi definite pentru o familie de multimi
Ai,i=1,..n:
CA;i = {X | xeA1 sau xeAz sau ... X eAn},
MAI={X | XeA1 51 XEAs §i ... XA}

Diferenta a doud multimi A si B, notatad A — B (sau A\B) se numeste mulfimea
C={x | xeA si x#B}. Pentru aceleasi A si B vom avea A - B = {a, b}, iar B - A={e,
f}. Observam necomutativitatea acestei operatii.

Diferenta simetrici se defineste ca C=A AB = {x | Xxe4 si x B sau xg4 §i

x eB}. Pentru exemplul precedent vom avea AAB = BAA = {a, b, e, f}.

Exemplul 2.9. Fie S, multimea {1, 2, 3} si T multimea {3, 4, 5}. Atunci SUT ={1, 2, 3,
4,5}, SNT={3},5iS-T={1,2} Adica S UT contine toate elementele
care apar fie in S fie in T. Chiar daca 3 apare o data in S si inca o datad in
T, el va fi regésit o singura data in SUT, deoarece elementele nu pot sa se
repete, analogic pentru multimea SHT. Multimea S - T contine elementele
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1 si 2, deoarece ele sunt in S, dar nu se afla in T. Elementul 3 nu este in
multimea S - T deoarece, desi este in S, el apartine si lui T. <

Complementara multimii A in U (A < U) notatd cu CyA se va numi
multimea care contine toate elementele multimii U ce nu apartin multimii A: CyA
= {x | xeU si xgA}. Atunci cand este evident care este multimea U, indicele
poate fi omis. Complementara lui A se va mai nota prin 4 (A barat).

De exemplu, dacd U = {a, b, ¢, d, e, f, g}, atunci pentru aceleasi mulfimi A si
B vom avea CyA=Ay = {e, f, g}, iar CuB ={a, b, g}

Numim partitie a multimii A orice set de parti X1, Xz, Xs,..., Xn ale lui A, care
verificd conditiile:

1. Xi =&, i=1,2,..,n;
2. Xi ﬂXj, =g, i ¢j; (2.1)
3. UXi=A, i=1,2..n

Utilizand functia de apartenenta, operatiile de determinare a complementarei
unei multimi fuzzy A, a reuniunii $i a intersectiei a douda multimi fuzzy A si B sunt
definite astfel:

Complementara unei multimi fuzzy A se numeste multimea fuzzy 4 cu functia
de apartenenta

HAX) = 1 - pa(X); (2.2)

Reuniunea a doud multimi fuzzy A si B numim multimea fuzzy ACB cu
functia de apartenenta

teaus(X) = max[ua(x), us(x)]; (2.3)

Intersectia a doud multimi fuzzy A si B numim multimea fuzzy A~B cu
functia de apartenenta

pare(X) = min[a(x), ue(x)]; (24)

Exista si alte definitii ale ultimelor doua operatii.
2.4. Demonstrarea echivalentei cu ajutorul incluziunilor

Doua multimi S si T sunt egale dacd si numai dacda S < T si T < S; adica
fiecare este simultan o submulfime a celeilalte. Aceasta este analogic regulii
aritmetice care afirmd ca a = b atunci i numai atunci cand simultan a <b si b <a
sunt adevarate. Putem demonstra echivalenta a doud expresii E si F aratand ca
fiecare este inclusd in cealalta. Altfel

1. sevaluaun element arbitrar x din E si se va demonstra ca el apartine de

asemenea si lui F,
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2. seva

lua un element arbitrar x din F si se va demonstra ca el apartine de

asemenea si lui E.

Exemplul 2.10. Sa demonstrim asociativitatea reuniunii si diferentei, (S - (T «R)) =((S
- T) - R). Incepem cu presupunerea, ci X apartine expresiei din stanga.
Secventa etapelor este aratatd in tab.2.1.

Tabelul 2.1. Prima jumatate a demonstratiei.
Etapa Justificarea
1) |xestedinS- (T UR) dat
2) |xestedin$S definitia operatiei “-” si (1)
3) |[xnuesteinT UR definitia operatiei “-” si (1)
4) [xnuesteinT definitia operatiei “U” si (1) (3)
5) |x nu apartine lui R definitia operatiei “U” si (3)
6) |xapartineluiS-T definitia operatiei “-” cu (2) si (4)
7) |xestein(S-T)-R definitia operatiei “-” cu (6) si (5)
Am ajuns la concluzia, ca X apartine si partii drepte. Concluzie:
deoarece x a fost luat arbitrar, partea stinga este submultime a partii
drepte. Dar asta nu-i totul. Mai trebuie sd@ demonstram, ci si partea
dreapta este submultime a partii stinga, adicd daca un x arbitrar este din
(S-T)-R, atunci el se contine siin S - (T UR).
Tabelul 2.2. A doua jumatate a demonstratiei.
Etapa Justificarea
1) |xestedinS-(T-R) dat
2) [xestedin S-T definitia operatiei “-” si (1)
3) |xnuesteinR definitia operatiei “-” si (1)
4) |[xestein S definitia operatiei “-” si (2)
5) |xnu apartine lui T definitia operatiei “-” si (2)
6) |XxnuapargineluiR UT definitia operatiei “U” cu (3) si (5)
7) |xesteinS—(T UR) definitia operatiei “-” cu (6) si (4)
Am aratat acest lucru in tabelul 2.2. <«
Exemplul 2.11. Demonstram, ca dacd S < T, atunci S T =T. Admitemcdax € S U T.

Conform definitiei reuniunii

1. xapartine sau lui S,

2. sauluiT.

In primul caz, deoarece noi am presupus Sc T, concluziondm ¢i X € T.
in cazul (2), x este imediat in T. Deci, in ambele cazuri x este element de
T, si am terminat prima jumatate a demonstratiei.

Fie acum xe T. In acest caz x € S U T conform definitiei de reuniune.
Deci, T < (SUT), ceea ce constituie partea a doua a demonstratiei.
Concluzia: (S vT) =T. «
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2.5.  Vectori si produs cartezian
2.5.1. Definitii

Un set ordonat de elemente se va numi vector sau cortej. Aceasta nu este
definitia notiunii de vector, care la fel ca si notiunea de multime nu se defineste.
Elementele, care formeaza vectorul se numesc coordonate sau componente i se
numeroteazi de la stinga spre dreapta. In acest sens se va intelege notiunea de
set ordonat. Vectorii se scriu in paranteze rotunde, componentele se vor separa,
la necesitate, prin virgula. Numarul de componente se numeste lungimea sau
dimensiunea vectorului.

De exemplu, v = (2,3,0,3) este un vector de lungime 4 si difera de b =
(3,2,0,3). Observam, ca este admisd coincidenta coordonatelor. Vectorul de
lungime 2 se mai numeste pereche sau cuplu, iar de lungime n - n-uplu.

Doi vectori sunt egali dacd au aceeasi lungime, iar componentele respective
coincid.

Se numeste produs cartezian a doud multimi A si B (se noteazd AXB)
multimea tuturor perechilor (a,b) pentru care a€A, b eB. Pentru A = B vom avea
AXA = A2, Prin analogie, AixAzX...XAq se va numi multimea tuturor vectorilor de
lungime n (aiaz..,an) pentru care aieAi;, aeAs,.., ancAn. Dacd
A1=Ar=...=A,=A produsul cartezian AixA»x...xA, se va nota A".

Exemplul 2.12. Multimea R X R = R? este multimea tuturor perechilor (a,b) pentru care

a, beR si reprezinta coordonatele punctelor unui plan. Aceastd
reprezentare a punctului unui plan a fost propusd de catre
matematicianul si filosoful francez Réné Descartes (1596-1650) din care
cauza produsul a doud multimi ii poarta numele.
Fie A o multime finita de simboluri (litere, cifre, semne de operatii si
ortografice, etc.), care, de obicei, se numeste alfabet. Elementele
multimii A" se numesc cuvinte de lungime n in alfabetul A. Multimea A
=ALCA2CA3 ... defineste toate cuvintele alfabetului A. <«

Exemplul 2.13. Dacd 4 = {c, d} si B = N3, elementele produsului AxB sunt 6 cupluri (c,
1), (c, 2), (c, 3), (d, 1), (d, 2), (d, 3), iar elementele multimii BXA sunt:
(1,¢),(2,¢),(3,¢),(1,d),(2,d),(3,d). «

Ultimul exemplu aratd cum poate fi formata lista elementelor produsului AXB,
cand A si B sunt definite prin enumerarea elementelor. Metoda este generala:
produsul a doud multimi, definite prin enumerare, poate totdeauna fi evidentiat
prin enumerare. O altd metoda de inventariere a cuplelor unui produs AXB sunt
diagramele carteziene. O diagrama carteziand este un dreptunghi impértit in
celule (casete), fiecare casetd corespunzand unui cuplu (fig. 2.1 — 2.4). Fiecare
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linie a dreptunghiului corespunde unui element al multimii A, vom avea aici toate
cuplurile, care au prima componentd din A. Fiecare coloand corespunde unui
element din B si in acest mod vom depista in acest dreptunghi toate cuplurile,
care au acest element in calitate de componenta a doua.

Exemplul 2.14. Pentru multimile din exemplu 2.13, figura 2.1 reprezinta diagrama
carteziana a produsului AxB, iar figura 2.2 pe cea a produsului BxA.
Ordinea de aranjare a elementelor in A si B determina pozitia cuplurilor
in diagrama; daca va fi modificata aceasta ordine diagrama nu va mai fi

aceeasi.
(c,1) (c,2) (c, 3)
d, 1) d, 2) d,3)

Fig.2.1. Diagrama produsului AxB

1 2

3

c

d

Fia.2.3. Diaarama produsului AxB

(1,0 (1,d)
(1,0 (1,d)
(1,0 (1,d)

Fi

g.2.2. Diagrama produsului BxA
c a

3

Fin.2.4. Diaarama nrodusului BxA

Adesea elementele multimilor A si B sunt indicate in partea stanga si,
respectiv, superioara a dreptunghiului, elementele Iui A corespunzand
liniilor, iar cele ale lui B — coloanelor diagramei (fig.2.3 si 2.4). <«

La concret, a construi un n-uplu inseamna sd alegem un prim obiect
(componentd) din prima multime, un al doilea obiect dintre elementele multimii a
doua si tot asa pana la componenta cu numarul n din multimea cu acelagi numar.
Putem intalni foarte multe n-upluri in viata de toate zilele.

Exemplul 2.15.

Figura de mai jos reprezinta lista bucatelor, propuse intr-o oarecare zi la
cantina studenteasca. Vom considera, ca a compune un meniu inseamna
sd se aleagd un aperitiv, un fel unu, un fel doi si un desert. Dacd vom
nota prin A

=8 ORIDRES

N =

Lista bucatelor la cantina pentru “_ > 2002

Aperitive

Salata de rosii
Salatd de varza
Salatd de castraveti
Julien de ciuperci

Felul unu

Ciorba de burta
Ciorba cu perisoare
Zeama de puisor

Felul doi

1. Cotlet

2. Antrecot

3. Ciulama de puisor

4. Tocanita cu mamaliguta
Desert

1. Suc de mere

2. Compot de ananas

3. Suc mango fresh
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multimea aperitivelor, prin F1, F2 — multimile felurilor unu si doi,
respectiv, iar prin D — deserturile, fiecare meniu, de exemplu: (salata
de rogsii, ciorba de burtd, tocanitd cu mamaligugd, suc mango fresh),
este un element al produsului AxFixF2xD. <«

2.5.2. Cardinalul produsului cartezian

Teorema 2.1. Daca Ay, Az,..., Ansunt multimi finite cu |[Az]=my, |Az|=my,...,
[An]=my, atunci JAXAX...XAn|= M1my...Mp.

Demonstratie. Vom apela la metoda inductiei matematice. Pentru n = 1 teorema
este evident corectd. Presupunem cid teorema are loc pentru n = K si vom
demonstra justetea ei pentru n = k+1.

Conform presupunerii JAixAxx...XAx| = mimyz-m. Vom considera un vector
arbitrar (a1,az,...,ax) eA1XAX..XAx si vom adauga pe locul k+1 componenta
a+1€A+1. Vom obtine my+1 vectori diferiti din AiX..XAk+1. Cu alte cuvinte,
adaugand la mymz~my vectori de lungime k componenta cu numarul k+1 din A+t
se vor obtine MiMmyMgMi+1 vectori diferiti din AiXAxX...XAXAk+1. Alti vectori in
acest produs cartezian nu existd. Teorema este adevirata pentru n=k+1 si, deci,
este adevarata pentru n arbitrar.

Consecinti. [A" = |A|".

Proiectia vectorului v pe axa i se va numi componenta cu numarul i a acestui
vector:

daca v=(ai,ay,...,ai,...,an), atunci priv=ai.

Proiectia lui v pe axele iy, iz,..., ik se numeste vectorul de lungime k:
Prisiz,..ikV=(ait,..., Qi)

Pentru o multime V de vectori de aceeasi lungime se introduce notiunea de
proiectie a lui V pe axa i si pe axele iy, iz,..., i: priV = {priv | veV} si priio,..ikV
={priviz..ikv | veV}.

2.6. Corespondente si functii

Vom numi corespondentd intre multimile A si B submultimea G < AxB. Daca
(a, b) € G se va spune ca b corespunde lui a in corespondenta G.

Multimea priG se va numi domeniu de definitie (Sau multimea sursi), iar
pr2G - domeniu de valori (sau imaginea lui A) ale corespondentei G. Daca priG
= A corespondenta se va numi total definitd (in caz contrar - partial definitd).
Corespondenta pentru care pr.G = B se numeste surjectiva. Corespondenta G se
va numi functionali, daca fiecarui element din priG i va corespunde un singur
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element din pr.G = B si injectivd daca fiecare element din domeniul de valori
corespunde unui singur element din domeniul de definitie.

O corespondenta se numeste biunivoca (corespondenta 1:1) daca ea este
e total definiti,
e surjectiva,
o functionald,
e injectiva.
Exemplul 2.16.  Reprezentarea lunilor anului prin numerele lor este o corespondenta

biunivocd intre multimea lunilor i multimea Ni2 a numerelor intregi
delalpanalal2. «

Teorema 2.2. Daca Intre doua multimi A si B exista o corespondentd biunivoca,
atunci
|AI=|BI.

Demonstratia este banala si poate fi realizatd prin metoda reducerii la absurd.
Intr-adevir, daca teorema nu este justd, pot avea loc doud cazuri:

1. |A]>]B]

2. |Al<|B|

in primul caz, deoarece corespondenta este total definiti, in A pot fi
determinate doua elemente carora le va corespunde unul si acelasi element b B -
nu se respecta injectivitatea. Cazul |A| > |B| trebuie exclus.

in al doilea caz, corespondenta fiind surjectivd in B vor fi cel putin doui
elemente care corespund unuia §i aceluiasi a €A - nu Se respecta functionalitatea.

Si intr-un caz si 1n altul am ajuns la contradictie, deci, nu ne raiméne decat sa
fim de acord cu afirmatia teoremei.

Prima afirmatie din teorema precedenta, care mai poate fi formulata “daca |A|
> |B|, atunci nu poate exista 0 injectie de la A la B”, este o formulare a celebrei
proprietiti, cunoscute sub numele principiul sertarelor (celulelor) sau principiul
lui Dirichlet: ,,Dacad trebuie sa repartizam o mulfime de obiecte in sertare §i
avem mai multe obiecte decadt sertare, exista intotdeauna cel putin un sertar,
care contine mai mult de un obiect”.

Teorema 2.2 permite:
e stabilirea egalitatii cardinalelor a doud multimi fara calcule si
e determinarea cardinalului unei multimi prin stabilirea unei corespondente
biunivoce a acestei multimi cu o altd multime, cardinalul careia este
cunoscut sau usor de calculat.
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2.6.1. Cardinalul booleanului unei multimi

Teorema 2.3.Dacd A este o multime finitd si |A|= n, atunci numarul tuturor
submultimilor multimii A este 2" (|p(4)|=2A1=2").

Demonstratie. Vom numerota elementele multimii A cu numere de la 1 pana la
n: A = {ay, a,..., an} si vom considera multimea B" de vectori binari de lungime
n. Fiecdrei submultimi A"cA i vom pune in corespondenti un vector v = (vy,
Va,...,Vn) € B" in asa mod incit vi=0 daci ajeA” si vi=1 dacd ajeA". Astfel,
multimii vide 1i va corespunde vectorul (00...0), iar lui A — vectorul (11...1).
Evident corespondenta stabilitd intre multimea partilor lui A si multimea
vectorilor binari de lungime n este biunivoca si de aceea |p(4)| = |B"|. Dar B" =
BxBx...xB si B = {0, 1}. Conform consecintei teoremei 2.1, |B"| = |B|" = 2", ceea
n
ce trebuia demonstrat.

2.6.2. Multimi numarabile si continuale

Doua multimi au acelasi cardinal daca intre ele existd o corespondenta
biunivoca. Pentru multimile finite aceasta afirmatie a fost demonstrata, iar pentru
cele infinite serveste drept definitie a acestui concept.

Definitie. Multimile de acelasi cardinal cu N (multimea numerelor naturale) se
numesc numaérabile.

Teorema 2.4. Multimea numerelor reale din segmentul [0;1] nu este numarabila.

Demonstratia a fost propusa de Georg Cantor si poartd denumirea de metoda
diagonald Cantor. Presupunem ca aceastd multime este numarabila si, deci, exista
o numerotare a elementelor ei. Sa reprezentdm toate numerele, care, in caz
general au forma unor fractii zecimale infinite, conform acestei numerotari:

0,a11a10813814...

0,a21822823824...

0,a31832833834...

Vom considera o fractie zecimala oarecare 0,b1bobsba... pentru care bi= as,
b, # az, bs=ass s.a.m.d. Aceastd fractic nu se contine in secventa de mai sus
deoarece se deosebeste de primul numar prin prima cifrd dupa virgula, de al
doilea - prin a doua, etc. Deci, toate numerele segmentului [0;1] nu pot fi
numerotate si mulfimea numerelor reale ale acestui segment este nenumarabila.
Cardinalul multimilor de acest tip se numeste continuum, iar multimile -
continuale.
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2.6.3. Functii. Compozitia si superpozitia functiilor

Se numeste functie o corespondentd functionald. Dacd functia f stabileste o
corespondentd intre mulfimile A si B se va spune ci f are tipul de la A la B si se
va nota f: A—B. Doua functii f si g se humesc egale, daca f(x)=g(x) pentru orice
valoare a lui x (se mai noteazd f=g). Functia total definita f: A—B se numeste
aplicatie (functie totald) a lui A in B. Dacd corespondenta f in acest caz este
surjectivd vom spune ca are loc aplicatia lui A pe B. Aplicatia de tipul A—A se
numeste transformarea (transformata) lui A.

Functia f: AixAxx..XxAr—B se numeste functie n-ara (functie de n argumente).
Pentru n = 1 vom vorbi de functii unare, pentru n = 2 — functii binare, etc.

Exemplul 2.17. a) intr-o arhivid dosarele sunt plasate in casute speciale pentru
pastrare si accesare rapida. Asociind fiecdrui dosar casuta, care il
contine, se va defini o functie de tipul “mulfimea dosarelor” in
“multimea casutelor”. Imaginea acestei functii este mulfimea casutelor
ocupate (nevide). Zicand céd aceasta este o aplicatie spunem ca toate
dosarele sunt plasate in casute. Aplicatia datd este injectiva, daca
fiecare casuta contine cel mult un dosar. Dacd nu exista casute libere
aplicatia este surjectiva.

b) Numairul de inmatriculare a unui automobil este format dintr-o
succesiune de litere si cifre in felul urmator: 2, 3 sau 4 litere urmate de
2, 3 sau 4 cifre, de exemplu, CES 919. in termeni matematici
inmatricularea automobilelor defineste o functie, care pune in
corespondentd multimii automobilelor A multimea B, elementele
cdreia sunt obtinute in modul susnumit.

c) Dacda A={Andrei, Elena, Mihai, Ana, Victor, Valentina, Eugen,
Corina, Christian} este o multime de persoane concrete si B 0
multimea formata din zilele anului, poate fi definitd o aplicatie f :
A— B asociind fiecarui element din A ziua sa de nastere. Aplicatia data
poate fi reprezentata prin tabelul sau de valori. Este usor sa se ajungd
la concluzia cd aceasta aplicatie poate sa nu fie injectiva. <

Exemplul 2.18.  Fie A o submultime a unei multimi B. Aplicatia f° A—B definita prin
f(x) = x pentru orice xeA se numeste injectie canonicd a lui A in B.
Dupa cum reiese si din denumire aceasta aplicatie este injectivd. <

Fie GCAXB. Daca corespondenta HcBXA are loc atunci cind perechea
(b,a) apartine lui H daca si numai daci (a,b) €G, H se va numi inversa lui G
si se va nota prin G'. Dacd corespondenfa inversi functiei f:A—B este
functionald ea se va numi functie inversa functiei f si se va nota prin f 1,

20



Fie f:A—B si g:B—C. Functia h:A—C se va numi compunerea functiilor f si
g (vom nota fog), daci are loc egalitatea h(x)=g(f(x)), in care x € A. Se mai spune
ca h a fost obtinutd prin substituirea lui f in g.

Mentionam fara demonstratie [2]:
Teorema 2.5. Daci f si g sunt injective, la fel va fi si gof.
Teorema 2.6. Daca f si g sunt surjective, la fel va fi si gof.
Teorema 2.7. Daci f si g sunt bijective, la fel va fi si gof si flog™.

Pentru functii de mai multe argumente f:A™"—B, g:B"—C sunt posibile mai
multe variante de substitutie, care conduc la functii de diferite tipuri. Un interes
aparte prezintd cazul cind avem functii de tipul fi:A™ —A,..., fA™ A, In acest
caz sunt posibile orice substitutii de functii i redenumiri de argumente. Functia
obtinutd din fy,..., fy printr-o substituire oarecare si redenumirea argumentelor se
numeste superpozitia fi,..., fn.

2.7. Relatii si proprietitile lor
2.7.1. Notiuni introductive

Se numeste relatie n-ard submultimea R a produsului cartezian AixA;...An:
R < AixAz...An. Vom zice cid ai,..., an, sunt in relatia R daca (ai,..., an) eR.
Cardinalul multimii vectorilor, care formeazd relatia se numeste cardinalul
relatiei.

O relatie unard este o parte a multimii M si determind o proprictate a
elementelor unei submul{imi a mul{imii M din care cauza pentru n = 1 denumirea
de relatie practic nu este utilizatd. Un interes mai mare prezintd cazul cand n = 2
- relatiile binare. Daca a si b se afla in relatia R, aceasta se va scrie aRb.

Exemplul 2.19.  Pentru multimea N: relatia "<" are loc in cazul perechii (3,9) si nu are
loc pentru perechea (6,4). Relatia "a fi divizor" are loc pentru
perechea (7,35) si nu are loc pentru (18,2) sau (4,9). Pentru o multime
de oameni pot fi relatii de tipul "a fi prieteni”, "a locui in acelasi
oras”, "a fifiu", etc. <

Restrictia lui R pe MicM este R = RAM2.

Pentru definirea unei relatii pot fi utilizate oricare din metodele de definire a
multimilor. O posibilitate suplimentara este matricea de relatie. Pentru multimea
M = {a1, a,..., am} aceasta este 0 matrice mxm in care

1 daca aiRaj,
a(ij) =

0 1in caz contrar.
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Deoarece relatia este In ultima instantd o multime, pot fi executate aceleasi
operatii (reuniune, intersectie, etc.) si cu relatiile.

Notiunea relatie formeaza fundamentul bazelor de date de tip relational.
Relatiile sunt analogul matematic al tabelelor. Chiar termenul “reprezentarca
relationald a datelor”, introdusa de citre Edgar Codd [3], provine de la termenul
relation. Doua momente trebuie subliniate in mod deosebit.

Primul moment: toate elementele unei relatii sunt vectori (cortejuri) de
acelasi tip. Din aceastd cauzd cortejurile sunt analogul liniilor intr-un simplu
tabel, adica un tabel in care fiecare linie contine acelasi numar de campuri, iar in
campurile respective sunt pastrate date de acelasi tip. De exemplu, relatia, care
contine trei cortejuri {(1, Petrescu Diana, TI-981), (3, Popescu Adrian, T1-982),
(5, Ivanov Vadim, T1-983)} poate fi considerata tabel cu date despre trei studenti
(numarul de ordine, numele si prenumele si grupa academicd). Acest tabel are
trei linii si trei coloane, in fiecare coloand continandu-se date de acelasi tip.

Din contra, multimea {(1), (1, 2), (1, 2, 3)}, care contine cortejuri numerice
de tipuri diferite, nu este relatie nici in R, nici in R?, nici in R3. Din cortejurile,
care intrd 1n aceastd multime nu poate fi construit un tabel simplu.

Al doilea moment: relatia poate sd nu cuprinda toate cortejurile posibile ale
produsului cartezian (cu exceptia cazului extrem, cand relatia este chiar produsul
cartezian). Aceasta inseamnd, ca fiecarei relatii ii corespunde un criteriu, care
permite sa se determine care dintre cortejuri apartin relatiei date si care nu. Acest
criteriu determina sensul (semantica) relatiei.

O relatie se numeste inversa relatiei R (se va nota R') daca aiRa; are loc
atunci $i numai atunci cand are loc ajRa;.

2.7.2. Proprietatile relatiilor

Relatia poate poseda o serie de proprietati dintre care vom mentiona
reflexivitatea, simetria si tranzitivitatea. Dacd pentru vaeM are loc aRa
relatia R se numeste reflexiva. Diagonala principald a matricei relatiei R contine
numai unitati. Relatia R se numeste antireflexiva daca nu exista aeM pentru care
ar avea loc aRa. Diagonala principald a matricei unei astfel de relatii contine
numai zerouri. Relatiile ">", "a avea un divizor comun" sunt reflexive. Relatiile

"a fi fiu", ">" - sunt antireflexive.

Daci pentru o pereche (a,b)eM? din aRb rezultdi bRa (relatia are loc in
ambele parti sau nu are loc de fel), relatia R se numeste simetrica. Pentru astfel
de relatii c(i,j) = c(j,i): matricea este simetricd fatd de diagonala principala.
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Relatia se va numi antisimetrica®, daca din aiRa; si ajRa; rezultd ca ai=g; .
Relatia "<" este antisimetrica, iar "a locui in acelasi oras"” - simetrica.

Relatia R se numeste tranzitiva daca pentru oricare a, b si ¢ din aRb si bRc
rezultd aRc. Relatiile "a locui in acelasi oras”, "egal”, "<" sunt tranzitive, iar "a
fi fiu" nu este tranzitiva.

O relatie binara se numeste relatie functionald, daci atunci cand (X, y) € R si
(Y, 2) € R vom avea in mod obligator X=z (univocitatea functiei).

Pentru oricare relatie R poate fi definitd notiunea de inchidere tranzitiva R™:
aR™b (a se afla in relatia R™ cu b), dacd in M existd o secventd de n elemente
a=aji,..., an-1, & = b in care pentru elementele vecine are loc R: aRay, azRas,...,
an-1Rb. Daca R este tranzitiva, atunci R*=R. Pentru relatia "a fi fiu" relatia "a fi
descendent direct” este inchidere tranzitiva (este reuniunea relatiilor "a fi fiu", "a
finepot”, "a fi stranepot” s.a.m.d.).

O relatie care poseda proprietatile reflexivitate, simetrie si tranzitivitate se
numeste relatie de echivalenta.

Se numeste relatie de ordine oricare relatie care poseda proprietatile
reflexivitate, antisimetrie si tranzitivitate. O relatie antireflexiva, antisimetrica si
tranzitivd se numeste relatie de ordine strictd. Doua elemente a si b se numesc
comparabile conform relatiei de ordine R daca are loc aRb sau bRa. O multime
M cu o relatie de ordine definitd pe M se numeste total ordonati daca oricare
doua elemente din M sunt comparabile si partial ordonata, in caz contrar.

Exemplul 2.20.  Relatiile "<", ">" pentru o multime de numere sunt relatii de ordine,
iar "<", ">" - de ordine stricta. Relatia de subordonare in cadrul unei
intreprinderi defineste o ordine strictd (dar partiala - nu pot fi
comparati colaboratorii diferitor departamente).
in alfabetul latin literele sunt aranjate intr-o ordine binecunoscuti: se
afld in relatia de precedare a literelor. Conform acestei relatii poate fi
stabilitd relatia de precedare a cuvintelor - ordinea lexicografica a
cuvintelor (utilizatd de exemplu in dictionare). Relatia de ordine
lexicografica poate fi definita si pentru informatii numerice. De
exemplu, in calculator data si anul sunt memorizate sub forma "anul,
luna, ziua" pentru ca ordinea de crestere a datei totale sa coincida cu
ordinea lexicografica. «

Exemplul 2.21.  B* este multimea tuturor cuvintelor binare de orice lungime si &
desemneaza unicul cuvant binar de lungime 0. Daca m este un cuvant

* Termenul antisimetric nu a fost ales prea norocos, deoarece se poate crede ci o relatie, care nu este
simetrica este totdeauna antisimetrica, ceea ce nu este corect.
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binar de lungime p, vom nota bitii acestuia mi, mz,..., mp. Relatia de
ordine #, definita peste B*, se numeste de ordine lexicografica, daca:
a) &#;m, rm

b)  pentru msin de lungime p si g cu proprietatea 0 < p <q

m # n, daca mi=n1, mz=nz,..., Mp=np,

m $#n, daca mi=nz, M2=nz,..., Ms-1=Ns-1, Ms < Ns, Pentru 1<s<p,

n 2 m, daca mi=ny,..., Ms1=Ns-1, Ms > N, pentru 1<'s <p. <

2.7.3.  Alte metode de descriere a relatiilor

Fie multimea tinerilor {Vlad, Petre, Maria, Elena}despre care se cunoaste ca:

apwdPE

Vlad 1l iubeste pe Vlad (egoism®©),

Petre o iubeste pe Maria (reciproc©),

Maria il iubeste pe Petre (reciproc®),

Maria o iubeste pe Maria (egoism feminin®),
Cristina il iubeste pe Petre (dragoste nefericiti®).

Informatia despre relatiile dintre acesti tineri poate fi descrisd cu ajutorul
relatiei binare “a iubi”, definite peste multimea initiala. Relatia datd poate fi
descrisa prin cateva metode.

Metoda 1. Enumerarea faptelor sub forma de text de forma arbitrara (vezi mai

sus).

Metoda 2. Grafic (graful relatiei):

Vlad

C®

Cristina

Maria
Petre

Metoda 3. Cu ajutorul matricei de relatie:

Vlad | Petre | Maria | Cristina
Vlad 1 0 0 0
Petre 0 0 1 0
Maria 0 1 1 0
Cristina 0 1 0 0
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Metoda 4. Cu ajutorul unui tabel al faptelor:

Cine iubeste Pe cine iubeste
Vlad Vlad
Petre Maria
Maria Petre
Maria Maria
Cristina Petre

Din punctul de vedere al bazelor de date de tip relational mai convenabila
este ultima metoda, deoarece permite pastrarea si manipularea cea mai simpla,
eficientd si comodi a datelor. Intr-adevir, enumerarea faptelor in forma textuala
este binevenita in cazul unei opere literare, dar este dificil de algoritmizat. Forma
graficd este cea mai elocventd si poate fi utilizatd pentru reprezentarea finala a
informatiilor, dar péastrarea datelor in forma graficd presupune eforturi
suplimentare. Matricea relatiei este mai aproape de cerintele unui sistem
informational, fiind comoda pentru manipulare, desi adesea puternic rarefiata.
Insa modificari neesentiale (de exemplu a aparut un oarecare Vasile care s-a
indragostit de nefericita Elena) pot conduce la modificarea intregii matrice (vor
apare si linii i coloane noi). Tabelul faptelor este liber de toate acestea.

Ultima relatie nu este nici tranzitiva, nici simetricad sau antisimetrica, nici
reflexiva. Din aceastd cauza ea nu este nici relatie de echivalenta, nici relatie de
ordine, nici o oarecare alta relatie care ar conduce la ceva rational. Cea mai mare
parte a literaturii universale prezintd interes anume din cauza, ca relatia binara “a
iubi” nu este o relatie de echivalenta. In particular, asta este cauza, ci omenirea
nu se imparte in clase de echivalentd de oameni, care se iubesc reciproc. De
cercetarea caracteristicilor acestei relatii s-au ocupat (si continua si se ocupe)
foarte multi experti, dintre care amintim pe M. Eminescu, L.Tolstoi, W.
Shakespeare, etc.

2.8.  Operatii si algebre. Proprietatile operatiilor

Functia de tipul ¢: M"—>M se va numi operatie n-ard pe M. Setul A = <M,
(2>, in care (2 este o multime de operatii definite pe M, se numeste algebra.
Multimea M se va numi multime de baza sau suportul, iar 2= {¢1, ¢»,..., @n,...} -
signatura algebrei A. Vectorul, componentele caruia sunt aritatile operatiilor ¢,
@,... se numeste tipul algebrei A.

Operatia ¢ se numeste:
a) comutativa, dacd agb = bea,
b) asociativa, daca pentru oricare a, b, ¢ are loc (agh)gc = ag(bgc),
c) idempotentd, dacd aga = a,
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d) distributiva stanga fatd de operatia g, daca pentru oricare a, b, ¢ are loc
relatia

e) aplbge) = (agb)g(age), si distributiva dreapta dacd (agh)egc =
(agec)g(bgc).

Dacia existd un element e pentru care are loc age = ega = a, atunci acest
element se numeste neutru (sau unitate).

Exemplul 2.22.  a) Pentru o multime arbitrard U i multimea tuturor partilor B(U),
algebra A = {B(U), U, », /} se numeste algebra booleana a
multimilor. Tipul ei este (2,2,1).

b) Algebra A = {R,+,x} se numeste cAmp al numerelor reale. Ambele
operatii sunt binare, deci tipul este (2,2). €

Algebrele L = {M,,} (cu doua operatii binare - reuniunea si intersectia) se
numesc latice, daca au loc axiomele:

Pl:acb =bca, anb = ba - comutativitate,

P2: a(bcc) = (ab)ce, an(bc) = (ab)c - asociativitate,

P3: afba) = a, an(bca) = a - absorbtie,

pentru oricare a, b, ceM.

Se poate observa cd in acest sistem de axiome se pot schimba intre ele
simbolurile U si M, proprietate cunoscutd sub denumirea de principiul dualitatii
pentru latici. De asemenea, plecand de la axiomele de mai sus se poate demonstra
proprietatea numita idempotentd aca = a, a.Ha = a pentru oricare aeM. Prin
definitie, o latice finitd (marginita) are un element care este cea mai mica margine
superioard, numit prim element al laticii, notat prin 1, astfel incat acl = 1, anl
= a, aeM si un element care este cea mai mare margine inferioara, numit ultim
element al laticii, notat prin 0, astfel incat a0 = Oca = a, a0 = 0na = 0,
aeM.

Fie L ={M, v, n, 0, 1} o latice finitd si aeM. Un element complementar sau
pe scurt un complement al elementului a este elementul @ (non a), astfel incat

awa = 1 - principiul tertului exclus,

an a = 0 - principiul contradictiei.

Evident, nu oricare element dintr-o latice finitd are un complement, iar daca
acesta existd, nu este in mod necesar unic. Subliniem aici, ca elementele 0 si 1 au

fiecare un complement unic, respectiv1si0: 0=1, 1=0.

Daci intr-o latice finitd orice element a are un complement 4, aceasta latice se
numeste complementara.
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O latice L este distributivd daca si numai daca
(ach)c = (acc)(bee),
(anb)ce = (ac)(bc), a, b, ceM.

Pentru doua algebre A = {C, ¢1,¢,...,¢n} si B ={D, ¢1,02,...,0n} de acelasi tip
se numeste omomorfismul algebrei A in algebra B aplicatia /° C—D, care
verifica conditia

Ii(Cia,..., Ci)) = GilZTCin),-.. [ Ciih) (2.5)
pentru toti i =1,..., n si toate elementele c;eC.

Un omomorfism biunivoc se numeste izomorfism al algebrei A in algebra B.
Daci existd izomorfismul lui A in B, atunci exista si izomorfismul lui B in A -
algebrele A si B se vor spune izomorfe.

Pentru cazul A = B izomorfismul se va numi automorfism.

2.9. Modele si sisteme algebrice. Algebra relatiilor

Notiunea de model este una din notiunile de baza in matematica discreta. Se
va numi model M setul care constd din multimea D - suportul modelului, si o
multime de relatii S definite pe D:
M = <D, S>, (2.6)

In (2.6) S = {Ru, Raz,..., Rint, Ray, Rez,..., Ranzeers R, Rmzy..., Rmnm} este

signatura modelului, RjjeM'. Exponenta suportului determini aritatea relatiei.
Doua relatii R; si Rj care au aceeasi aritate sSe numesc compatibile.

Setul care contine multimea D, operatiile si relatiile definite pe D

A=<D,F, S> (2.7)
se numeste sistem algebric.

Modelul este un caz particular al sistemului algebric, cand multimea F este
vida, iar pentru o algebrd multimea S este vida.

Un alt caz particular al sistemelor algebrice 1l constituie algebra relatiilor si
extensia acesteia - algebra relationali. Pentru o algebra a relatiilor drept suport
serveste multimea relatiilor considerate, iar signatura o formeazd operatiile de
reuniune, intersectie, diferentd si produsul cartezian extins al relatiilor. Sa facem
cunostinta cu aceste operatii.

Reuniunea RiCRj a doua relatii compatibile R; si Rj este multimea tuturor
cortejurilor, fiecare dintre care apartine cel putin uneia din relatii.
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Intersectia RiNR;j a douad relatii compatibile R; si Rj se va numi mulfimea
tuturor cortejurilor care apartin simultan ambelor relatii.

Diferenta Ri\Rj a doud relatii compatibile Ri i Rj se numeste multimea
tuturor cortejurilor care apartin lui R; i nu apartin lui R; .

Produs cartezian extins RixR;j a doua relatii R si Rj se va numi mul{imea
tuturor cortejurilor formate prin concatenarea lui a eR;si a lui b €R;.

De exemplu, daca Ri={(a,b),(a,c),(a,e)}, iar R; = {(a,b,c),(c,d,e)}, atunci RixR;
={(a,b,a,b,c), (a,b,c,d,e), (a,c,a,b,c), (a,c,c,d.e), (a,e,a,b,c), (a,e,c,d,e)}.

Algebra relatiilor si modelele sunt utilizate pentru formalizarea unor obiecte
reale. Vom exemplifica prin folosirea algebrei relatiilor in cazul bazelor
relationale de date.

O bazia de date de tip relational este un tablou bidimensional in care
coloanele determind asa numitele domene (atribute), iar liniile sunt cortejuri de
valori concrete ale atributelor, care se afla in relatia R.

Exemplul 2.23.  Relatia Rs - "examene" (v.tab. 2.3). Relatia Rs este o submultime a
produsului cartezian DixD2xDsxDaxDs. Elemente ale domenului Di
sunt valorile atributelor:

D: = {3-101, 3-501, 3-502, 3-310} - numerele auditoriilor unde au loc examenele;

D2 = {Matematica discreta in inginerie, Microelectronica, Fizica, Circuite integrate,
Electrotehnica} - denumirea disciplinelor;

D3 = {conf.V.Popescu, conf. V.Negura, conf.A.Diligul, conf.V.Sontea, prof.I.Samusi} -
examinatorii;

D4 = {3 iunie, 4 iunie, 8 iunie, 13 iunie} - data examenului;

Ds = {T1-961, TI-962, TI-963, C-941, C-942, C-951, C-952} - codul grupei.

Tabelul 2.3. Relatia “examene”.

Rs D: D> D3 D4 Ds

1 3-101 | Matematica discreta conf. V.Popescu 3 iunie T1-961
2 3-202 | Microelectronica prof. V.Sontea 4 iunie C-951
3 3-310 | Fizica prof. 1.Samusi 3 iunie T1-962
4 3-101 | Circuite integrate conf. V. Negurd 4 iunie C-941
5 3-104 | Electrotehnica conf. A. Diligul 3 iunie T1-951
6 3-101 | Matematica discreta conf. V. Popescu 8 iunie T1-962
7 3-101 | Matematica discreta conf. V. Popescu 13 iunie T1-963
8 3-202 | Microelectronica prof. V. Sontea 8iunie C-952
9 3-310 | Fizica prof. . Samusi 8iunie T1-961
10 | 3-101 | Circuite integrate conf. V. Negurd 8iunie C-942

Numerele 1, 2,..., 10 din prima coloana identifica elemente ale relatiei Rs. <
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2.10. Algebra relationala

Algebra relationala este o extensie a algebrei relatiilor in sens ca signatura S
in afard de cele 4 operatii descrise anterior mai contine cateva operatii speciale,
cum ar fi proiectia, selectia, jonctiunea. Mai pot fi incluse operatia de atribuire,
care permite sd se pastreze in baza de date rezultatele calculelor unor expresii
algebrice, operatia de redenumire a atributelor, care da posibilitatea formarii
corecte a schemei relatiei rezultante, etc. Ideea principald a algebrei relationale
consta in faptul ca, deoarece relatiile sunt multimi, mijloacele de manipulare a
relatiilor se pot baza pe operatiile traditionale cu multimi, completate cu cateva
operatii suplimentare, specifice bazelor de date.

Existd mai multe abordari in definirea algebrei relationale, care diferd prin
setul de operatii si interpretarea lor, abordari n ultima instantd echivalente. Vom
descrie in continuare o extensie a variantei initiale, propuse de Codd [3]. Aici
signatura algebrei relationale contine sapte operatii, patru legate de multimi si trei
speciale:

e reuniunea relatiilor;

e intersectia relatiilor;

o diferenta relatiilor;

e produsul cartezian extins;
selectia;
jonctiunea,
proiectia.

Operatiile enumerate mai sus pot fi interpretate dupa cum urmeaza.

e Din reuniunea a douad relatii rezulta relatia, care include toate cortejurile
din cadrul relatiilor-operanzi.

e Din intersectia a doua relatii rezultd relatia, care include doar cortejurile
prezente in ambele relatii-operanzi.

e Relatia diferenta a doua relatii contine toate cortejurile primului operand,
care nu sunt prezente si in cel de-al doilea operand.

e in rezultatul calcularii produsului cartezian extins obtinem o noui relatie,
cortejurile careia sunt concatenarea (in sensul descris mai sus) cortejurilor
din prima si a doua relatie.

Operatia selectie permite evidentierea unei submultimi de cortejuri care
poseda o proprietate datd. De exemplu, operatia selectie permite evidentierca
relatiei orarul conf. V. Popescu - liniile in care valoarea domenului D3 este conf.
V. Popescu:
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Tabelul 2.4. Rezultatul operatiei selectie pentru valoarea “conf. V. Popescu”
Rs |D1 D2 Ds D4 Ds

3-101 |Matematica discreta conf. V.Popescu 3iunie TI1-961
3-101 |Matematica discreta conf. V.Popescu 8 iunie T1-962
7 3-101 |Matematica discreta conf. V.Popescu 13 iunie |TI-963

Operatia proiectie se defineste introducidnd pentru suportul D al algebrei
relationale o partitie de n submultimi (n este aritatea relatiei) R, eD". Proiectia
relatiei binare R, €AxB pe A (PrR2/A) se numeste multimea {a; | (ai,bi) eRz}.
Proiectia PrRn/Ai1,...,Aim a relatiei n-are Rn €A1XAzX...XAs, m <n, pe Ai, Aiz,..., Aim
se numeste multimea cortejurilor (a1, @i,..., &m), in care ai1€Ai1, aiz€Ai,...,
aim€Aim i fiecare cortej este parte a unui element al relatiei n-are R, Cu alte
cuvinte, operatia proiectie permite construirea unei submultimi verticale a relatiei
(a unei multimi de submultimi de atribute care se obtine prin alegerea unor
domene concrete). De exemplu, Pr(Rs/D2,D3) determind denumirea examenelor si
numele examinatorilor (liniile care coincid se scriu o singura data, v.tab. 2.5).

Tabelul 2.5. Rezultatul operatiei “proiectie”.

D> D3

Matematica discreta conf. V.Popescu
Microelectronica prof. V.Sontea
Fizica prof. I.Samusi
Circuite integrate conf. V.Negura
Electrotehnica conf. A.Diligul

Operatia jonctiune (join) a doud tabele care au un domen comun permite
construirea unui tabel nou in care fiecare linie se va obtine din unirea a doua linii
din tabelele initiale. Aceste linii corespund aceluiasi atribut din domenul comun.
Domenul comun se va scrie o singura datd. De exemplu, pentru tabele 2.6 si 2.7
domenul comun este Ds, rezultatul operatiei de jonctiune este prezentat in tabelul
2.8.

Tabelul 2.6.
D1 D2 D3 Dy Ds
3-202 Microelectronica prof. V.Sontea 4 iunie C-951
3-310 Fizica prof. 1.Samusi 3 iunie T1-962
3-104 Electrotehnica conf. A.Diligul 3 iunie T1-951
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Tabelul 2.7.

D1 D> Ds D4 Ds

3-104 Electrotehnica conf. A.Diligul 13 iunie C-951
3-310 Matematica conf. L.Dogotaru 13 iunie T1-962
3-202 Microelectronica prof. V.Sontea 14 iunie TI-951

Tabelul 2.8. Rezultatul operatiei “join”.

D1 D2 Ds D4 D1 Pa Da Da1 | Ds
3-202 | Microele | conf. 4 3- Electroteh| conf. 13 C-951
ctronica | V.Sontea iunie| 104 | nica A.Diligul iunie
3-310 | Fizica prof. 3 3- Matematic| conf. 13 Tl-

I.Samusi iunie| 310 | a L.Dogotaru | iunie|[ 962
3-104 | Electroteh | conf. 3 3- Microelec| prof. 14 [TI-
nica A.Diligul iunie| 202 | tronica V.Sontea iunie| 951

Operatia join este definitd nu numai pentru conditia de egalitate a doua
domene, ci pot fi i alte conditii de comparare, de exemplu, >, >, <, < etc.
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2.11. Exercitii si probleme

2.1. Care sunt elementele multimii {{a, b, c}, {a}, {b, c}} ?
2.2. Demonstrati, ca p(4)c p(B), daca AcB.
2.3. Este oare justa relatia {a} e{a, b, c}? Formati lista partilor multimii A={a, b,
c}.
2.4. Pentru cazurile de mai jos determinati dacd multimile A si B sunt egale.
a) A={xeR|x>0} B={xe R|x2>|x};
b) A={xeR|x>0} B={xe R|x <x]};
c) A=Z B={xe Z | X? — X este numdr par};
d) A={xeNx | x - impar si nu se imparte la 3} B={x & N2o | x>-1 este
divizibil prin 24}.
2.5. Pentru B={0, 1} determinati:
a) Este oare justa relatia Be B?
b) Care sunt elementele lui p(B)?
c) Care sunt elementele lui p(p(B))?
2.6. Definiti multimile:
a) Multimea numerelor intregi mai mari ca 100.
b) Multimea numerelor intregi pare.
2.7. Propuneti cate o procedurd generatoare pentru multimile de mai jos.
a) A={1,2,48 16, 32, 64,..};
b) B={1,27 14,..};
c) C={4,6,8,9,10, 12, 14, 15, 16, 18, 20}.
2.8. Definiti prin enumerare urmatoarele multimi:
a)  A={xeR | x(x+5)=14};
b) B={xeN|x(2x+3)=14};
€) C={xeNas | X este suma patratelor a doud numere naturale; N, ={1,
2,..., N}}
d) D={xeNz | X este numar perfect}.
e) E={xeNio|x*—1 se imparte la 5}.
2.9.Demonstrati echivalentele:
a) (SuU(AR)=(SuT)N(SUR))
b) (SvT)-R)=((S-R)u(T-R))
c) (S-(TuUR)=(S-T)-R)
2.10. Fie S < T, demonstrati ca:
a) (SNT)=S
by (S-T)=9
¢) p(S)cp(D.
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2.11. Aratati ca
a) p(S) Up(Dcp(SUT)
b) p(SNT)cp(S)Np(T)
Pot (a) sau (b) fi adevarate daca incluziunea este inlocuita prin echivalenta

? Ce reprezinta p (p (p (©)))?
2.12. Determinati reuniunea multimilor A si B:

a) A={x eN]|xesteimpar} B = {x € N| x nu se imparte la 5}
b) A={x eR|0<x<4} B={x eR|1<x<3}
c) A={(x,y) eR?|x+y<2} B={x eR|3<4x-y}

2.13. Pentru trei multimi se cunoaste ca A N7 B » C = & Sunt ele oare in mod
obligator disjuncte doua cate doua? Exemplificati.

2.14. Asociem fiecdrui numar real a € R multimea Ea = {X e R | (1-a%) <x <(1-
a%)}, ceea ce genereazi o familie de multimi indexate cu elemente din R.
Determinati reuniunea si intersectia multimilor acestei familii.

2.15. Pentru fiecare dintre cazurile care urmeaza sa se determine dacd multimile
A si B sunt egale, sau dacd una se contine in cealaltd, sau dacd exista o
injectie a uneia in alta.

a) A= p(ExF) B = p(E) x p(F)
b) A= p(EixExX...XE;) B = p(E1) X p(E2) x...x p(Ej), iel
c) A=p(ECF) B = p(E) v p(F)
d) A= p(ENF) B = p(E) n p(F)

2.15. Reprezentati grafic A2, B?, C?, AxB, AXC, BxC, daca A= [-3; -1]U[1; 3],
B={-3, -1}U[1; 3], C={-3, -1}U{1, 3}.

2.16. Sunt date multimile E, F si G. Pentru fiecare dintre cazurile care urmeaza

sd se determine dacd multimile A si B sunt egale sau dacd una se contine in

cealalta.

a) A=Ex(F vG) B=(ExXxF) U(ExQG)
b) A=EX(F nG) B=(EXF)N(ExQG)
c) A=EU(FNG) B=(E UF)n(E uvG)
d) A=En(F vG) B=(ENF) u(ENG)
e) A=E U(FxG) B=(E UF)x(E vG)
f) A=EN(FXG) B=(ENF)x(E NG)

2.17. Definiti doud multimi A si B si o corespondenta (o aplicatie f:A—B) care ar
permite interpretarea fiecarei dintre situatiile de mai jos
a) registrul unui hotel cu 100 camere;
b) o carte de telefoane;
c) rezultatele unui tiraj “Superloto”;
d) cuprinsul unei carti.
Ce puteti spune despre proprietatile acestor corespondente (aplicatii)?
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2.18. Pentru fiecare dintre cazurile de mai jos sd se stabileascd daca
corespondenta dintre A si B (aplicatia f:A—B) este surjectivd, injectiva sau
bijectiva. Determinati inversa, atunci cand f este bijectiva.

a) A=R B=R, f(x)=x+7

b) A=R B=R, f(x)=2x2+12x+16

c) A={xeR | [x|<3} B={xeR | 20 <|x| <100} f(x)=x2+6x+8
d) A=R B=R, f(x)=5x-4|x|

e) A=R B=R, f(x)=e*+2

f) A=N B=N, f(x)=x2+x.

2.19. Fie aplicatiile f si g: N1o— N1o definite cu ajutorul tabelelor de mai jos

X 1 [2 ]34 516 [7 [8 ]9 [10
fX) |5 |4 |6 |3 |2 [8 |1 |9 [10 |7

X 1 [2 ]34 ][5 16 [7 [8 ]9 [10
g |1 |2 [2 |8 |5 |6 [7 [4 |9 |10

a) Reprezentati in acelasi mod aplicatiile: fof, fog, gof, gog;
b) Stabiliti care din aplicatiile initiale (f sau g) este bijectiva si stabiliti
inversa ei.
2.20. Aduceti exemple de produs cartezian, analogice exemplului
2.21. Demonstrati ca daca X si y sunt numere naturale arbitrare numarul
((x+y)(x+y+1))/2 este la fel un numar natural. Fie A multimea punctelor din
plan cu coordonatele x si y, numere naturale. Demonstrati ca aplicatia f:
A—N definita de f(x, y) = x + ((x+y)(x+y+1))/2 este bijectiva.
2.22. Demonstrati ca multimea cuvintelor binare este numarabila.
2.23. Demonstrati ca N" este numarabila oricare ar fi n.
2.24. Demonstrati c¢d multimea submultimilor finite ale multimii N este
numarabila.
2.25. Demonstrati ca produsul si reuniunea a doud multimi numaérabile sunt
numadrabile.
2.26. Asociem fiecdrui cuplu (X, y) € N? numérul natural u = 2Y(2x+1)-1.
a) Reprezentati in baza 2 X si u, daca x =5,y = 3.
b) Cum poate fi exprimata reprezentarea in baza doi a lui U in caz
general?
c) Demonstrati cd aplicatia care pune in corespondenta u cuplului (X, y)
este o bijectie intre N si N2,
2.27. Fie xsiy € Z, iar relatiile Ry si Rz definite dupd cum urmeaza:
X R1Yy dacd Xx+y este un numar par
X R2y dacd X-y este un numar par
Sunt oare aceste doud relatii egale?
2.28. Ce puteti spune despre proprietatile relatiilor de mai jos?
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a) A=Rsix#ydacalx|=ly|

b) A=Rgix#y dacd sin®x+cos?y = 1

c) A=Rsix#y daci existd p si g intregi astfel cay = px-.

d) A este multimea punctelor unui plan si Xy daca distanta dintre X si y
este mai micd de 50 km.

2.29. Definim o relatie R peste cuvintele limbii romane astfel: “cuvantul A este
legat de cuvantul B, daca B este o anagrama a lui A”. Demonstrati ca R este
o relatie de echivalenta. Care este clasa de echivalentd a cuvanului rasa?

2.30. Peste multimea numerelor intregi definim relatia S: “X S y, daca x+y este
par”. Demonstrati, ca S este o relatie de echivalentd. Descrieti clasele sale
de echivalenta.

2.31. Peste multimea numerelor cuvintelor binare de lungime 7 definim relatia %7
“m % n cand cuvintele m si n nu difera mai mult decat in 5 biti”. Este oare
aceasta relatie o relatie de echivalenta?

2.32. Notiunea de ordine lexicografica peste B* a fost definita in exemplul 2.20.
a) Demonstrati cd ordinea lexicografica este o relatie de ordine.

b) Cuvantul 111 are oare un succesor imediat? Este el oare succesor
imediat si al altui cuvant?

c) Care cuvinte se afla intre cuvintele 111 ¢i 11117

d) Generalizati notiunea de ordine lexicograficd inlocuind B cu o
multime finita oarecare total ordonatd (de exemplu, cele 26 litere ale
alfabetului latin).
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3. ELEMENTE DE LOGICA MATEMATICA

Logica matematicd reuneste teoria multimilor, teoria algoritmilor, teoria
modelelor si teoria demonstratiilor. Vom face cunostintd cu unele momente
legate de teoria algoritmilor, care studiaza modelele matematice ale operatiilor
mecanice executate de oameni sau dispozitive speciale atunci cand rezolva
probleme de masa de acelasi tip, in capitolul 5. Teoria modelelor a aparut prin
aplicarea metodelor logicii matematice la algebra, transformandu-se intr-0
disciplind de-sine-statitoare, care studiazd modelele matematice ale teoriilor
stiintifice, punand in evidenta legile comune tuturor teoriilor ce se exprima
printr-un limbaj formalizat dat. Teoria demonstratiilor, care reprezintd partea
principald a logicii matematice, studiazd modelele matematice ale procesului
gandirii, structura gandirii, ale rationamentelor utilizate in matematicd. Orice
proces de gandire, printre care si cel utilizat in matematica, este legat de
urmatoarele patru obiecte:

1. Un limbaj L in care se exprimid premisele initiale (datele) ale gandirii, diferite
momente ale gandirii, rezultatele obtinute prin rationament. De obicei, L este
limba unui popor, imbogatitd cu termeni §i concepte caracteristice teoriei
obiectelor studiate.

2. O clasa K a obiectelor studiate N.

Un concept de adevir al enuntului a in limbajul L privind obiectul studiat NeK.

4. Un proces de claborare a enunturilor folosite in rationament, constand in trecerea
de la unele enunturi, numite premise, la un enunt nou, numit consecinta a
enunturilor initiale.

w

Modelul matematic al procesului gandirii constd din urmatoarele modele:

e Limbajul formalizat Lt - modelul matematic al limbajului L;

¢ Modelul matematic Nm al obiectului studiat N;

e Definitia exacta a conceptului de adevar a enuntului o din limbajul Lf In modelul
Nm;

e Calculul logic sau modelul matematic al trecerii de la premise la consecinte.

Dintre principalele orientdri ale logicii matematice pot fi mentionate logica
clasicd, logica intuitionista, logica polivalenta, logica hibrida, logica fuzzy, etc.

Definirea riguroasd a problemelor legate de stiinta calculatoarelor,
informatica teoreticd si aplicatd este bazatd pe principiile logicii matematice.
Problemele tehnice privind circuitele logice si comenzile secventiale, majoritatea
modelelor matematice utilizate in inteligenta artificiala nu pot fi concepute in
afara acestui domeniu.
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3.1.  Functiile algebrei logicii

Vom evidentia in mod deosebit multimea B care contine doua elemente,
notate de obicei prin 0 si 1 B={0,1}. Aceste elemente nu vor fi considerate
numere in sensul obignuit. Ne vom opri la interpretarea logica: 0 in sens de nu
sau fals si 1 in sens de da sau adevdrat; (va amintiti de programare - FALS si
TRUE). Intr-un caz mai general aceasta interpretare nu este obligatorie - adesea
elementele multimii B pot fi considerate simboluri formale care nu au un sens
aritmetic.

Algebra A = <B, F>, in care F este multimea operatiilor f: B"—>B,n=1, 2,...,
m se numeste algebra logicii sau booleani, dupa numele matematicianului si
logicianului englez George Boole (1815 - 1864). Operatiile f: B"—>B se numesc
functii ale algebrei logicii sau functii logice, functii booleene (FB). Cu alte
cuvinte, o functie booleana de n argumente f(xi, X2,..., Xn) are domeniul de valori
si domeniul de definitie multimea B={0,1}. Multimea tuturor functiilor logice de
n argumente notam prin Pa(n).

Luand in locul lui B o multime finita M de cardinal k de simboluri formale
impreund cu toate operatiile definite pe M vom ajunge la logica polivalentai.
Multimea tuturor functiilor logice in logica polivalenta se va nota prin Pk(n).

O algebra booleana mai poate fi definita ca o latice complementara si
distributiva cu axiomele si proprietatile respective (v.p. 2.8).

O functie logica f(x1, X,..., Xn) poate fi definitd cu ajutorul unui tabel care
contine n+1 coloane. Primele n coloane vor enumera toate combinatiile posibile
ale argumentelor, iar ultima determina valorile posibile ale functiei.

Exemplul 3.1. Pentru o functie de trei argumente f(X1, X2, X3) putem avea urmatorul
tabel:
Tabelul 3.1. Tabel de adevar
X1 X2 X3 f(X1,X2,X3) | X1 X2 X3 f(X1,X2,X3)
0 0 0 1 1 0 0 1
0 0 1 0 1 0 1 0
0 1 0 0 1 1 0 0
0 1 1 0 1 1 1 1

Se va mai spune c¢d combinatia (000) este aplicatd in 1, (001) - in O
s.a.m.d. Combinatiile au fost enumerate in ordine lexicografica,
incepand de la 0, reprezentat in binar prin (000) pana la 7 - (111).
Avem 8 combinatii posibile in cazul unei functii de trei argumente. <«

Pentru cazul unei functii de n argumente observam cd combinatiile posibile
ale argumentelor sunt vectori binari de lungime n. Este usor de demonstrat, ca
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multimea tuturor combinatiilor posibile este k = 2" (v. teorema 2.1). Din aceleasi

considerente pot exista 2= 2° functii booleene distincte. Intradevar, multimea
tuturor vectorilor binari de lungime n prin definitie reprezinta produsul cartezian
B". Cardinalul acestui produs este |B| = 2". Analogic, deoarece oricare functie

booleand de n argumente este un vector binar de lungime k = 2", existi 2°
functii booleene.

Tabelele de tipul lui 3.1 se numesc tabele de adevir.

Existd situatii cand pentru unele combinatii ale valorilor argumentelor
valoarea FB nu este determinata. Functiile Booleene nedeterminate pentru una
sau mai multe combinatii ale valorilor argumentelor se numesc incomplet
definite. In tabelul de adevir valorile nedefinite le vom indica cu asterisc (*).

Exemplul 3.2. Fie f(x1, X2, X3) o FB data prin tabelul de adevir 3.2.

Tabelul 3.2. Exemplu de FB

X1 X2 X3 f(X1,X2,X3) X1 X2 X3 f(X1,X2,X3)
0 0 0 1 1 0 0 *
0 0 1 * 1 0 1 0
0 1 0 0 1 1 0 0
0 1 1 0 1 1 1 *

Functia este nedeterminatd pentru combinatiile (001), (100) si (111)
ale valorilor argumentelor, ele putdnd fi aplicate uneori arbitrar in O
sau 1. Functiile incomplet definite se intalnesc frecvent in practica
comenzilor secventiale, evidentierea situatiilor nedefinite si atribuirea
unor valori la necesitate fiind extrem de importantd pentru
simplificarea lor. <«

Functii booleene de un singur argument pot fi patru:

Tabelul 3.3. FB de un argument

X | foX) | fi(x) | f2x) | fa(X)
0 0 1 1
1 0 1 0 1

o

Functiile fo si f3 se numesc constanta O si, respectiv, constanta 1. Valorile lor
nu depind de valoarea argumentului. In acest caz se va spune cé argumentul este
nesemnificativ, redundant sau fictiv. Functia fi repeta valoarea argumentului X:
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vom scrie fi(X) = X. Functia f2(X) se numeste negatia lui x (NONX) si se noteaza X
(x barat) sau &.

Exista 16 FB de doud argumente:
Tabelul 3.4. FB de doua argumente

X1 [x2 [fo |f1 | B2 f3 fa fs fe f7
0 0 0 |0 |0 0 0 0 0 0
0 1 0 |0 |0 0 1 1 1 1
1 0 0 |0 |1 1 0 0 1 1
1 1 0 |1 |O 1 0 0 1
X1 | X2 | fg [fo |fio |fur | Fi2 | F1z | fa | fus
0 0 1 1 |1 1 1 1 1 1
0 1 0 |0 |0 0 1 1 1 1
1 0 0 |0 |1 1 0 0 1 1
1 1 0 |1 |0 1 0 1 0 1

FB fo(x1,X2) si fis(X1,X2) sunt aceleasi constante O si 1, respectiv, numai ca in
acest caz ambele argumente sunt fictive, iar functiile mai pot fi numite
degenerate.

Functia fi(X1,X2), care aplica combinatiile celor doua argumente in 1 atunci si
numai atunci, cand ambele argumente au valoarea 1, se numeste conjunctie,
produs logic sau functia logica SI, (AND). Se noteaza X1&X2, X1X2 Sau X1.AXz.

Functia f7(x1,X2) are valoarea 1 daca cel putin unul din argumente este 1 si se
numeste disjunctie, suma logica, functia logica SAU (OR). Se noteazd XivX2
Sau X1+Xo.

FB fe(X1,X2) se numeste suma modulo 2, functia SAU-EXCLUSIV sau
neechivalenta si se noteaza fg(X1,X2) = X1®Xa.

Functiile f3(X1,X2) si f5(x1,X2) corespund valorilor argumentelor: f3(X1,X2) = X1 si
f5(X1,X2) = X2 si se numesc functii identitate, iar fio(X1,X2) si fi2(X1,X2) corespund
functiilor f3(X1,X2) si fs(X1,X2) negate.

Functia fs(x1,X2) = f7 (Xl y Xy ) poartd denumirea de functia lui Pierce si se
noteazi: fa(X1,X2) = X1 /X2. Se mai numeste aceastd functie NICI sau NOR din
cauza ca coincide cu X; + X, .

FB fo(X1,X2) care are valoarea 1 atunci si numai atunci cind valorile

argumentelor coincid se numeste functia de echivalentd si se noteaza prin
fo(X1,X2) = X1¢3X2 SaU X1~X2.
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Functia f13(X1,X2) are valoarea 0 numai in cazul cind x; este 1, iar x, = 0. Ea se
numeste implicatie. Se va mai spune ca X1 implica X2 sau daca X1 atunci xz si
vom nota x;— Xo. Analogic, functia f11(X1,X2) este implicatia lui Xz, i x1: Xo—X1.

FB f1a(x1,X2) este 0 daca si numai daca ambele argumente sunt 1 i se numeste
functia lui Sheffer sau $I-NU (in engleza NAND). Se noteaza fi4(X1,X2) = X1|X2 sau

X, X, -

Observam, ca in cazul functiilor de un argument jumatate din FB sunt
degenerate (cu argumente fictive). In cazul a doud argumente din 16 functii
booleene sase sunt cu argumente fictive. Odatd cu cresterea lui N numarul
functiilor degenerate descreste, tinzand catre 0, cand n tinde spre infinit.

3.2.  Transformari echivalente si decompozitia FB

3.2.1. Formule echivalente

In 2.6 am numit superpozitie a functiilor f1, fz,...,, f, functia f obtinuta prin
substituiri si redenumiri de argumente in aceste functii, iar prin formuld
intelegem expresia care descrie aceasta superpozitic. Vom concretiza notiunea de
formuld pentru functiile logice, introducand notiunea de formuld peste 2 = {fy,
f2eees, fmy.on}y L2 fiind o multime de functii logice date.

Consideram formuld peste (2toate expresiile care contin numai simboluri
de variabile, simboluri de functii si paranteze.

Exemplul 3.3. Poate fi consideratd formuld expresia: f=((X1@X3)(X2—Xa)).
Valoarea functiei datd de o formula poate fi calculata,
cunoscand valorile argumentelor si tabelele de adevir ale
functiilor logice elementare (v. tab.3.4). Daca x1=1, xo=1, x3=0
si x4=0, avem X1 @xs=1, xo—%4=0 si f=0. <

Deci, o formula, pune in corespondenta fiecarui set de valori ale argumentelor
o anumita valoare de adevar si poate servi, impreuna cu tabelele de adevar, drept
metodd de definire si calculare a valorilor functiilor logice. Se mai spune ca o
formuld reprezinta sau realizeaza o functie logica. Calculand valorile FB pentru
toate 2" combinatii ale argumentelor restabilim tabelul de adevar al acestei
functii. Insd, spre deosebire de tabelele de adevir, o functie logici poate fi
realizatd prin mai multe formule. Cu alte cuvinte, daca intre multimea tabelelor
de adevar si multimea functiilor logice existd o corespondentd biunivoca, alta
este situatia cu formulele: o FB poate fi prezentata printr-o infinitate de formule.
De exemplu, functia Pierce fa(x1,X2) = X1 %> mai poate fi realizata prin formulele
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X, + X, Sau X, X, , iar functia Sheffer fia(X1,X2) = Xa|X2 prin x, + x, sau

X1X2 :

Formulele, care realizeaza aceeasi functie logici se numesc echivalente.
Echivalenta a doud formule se va nota prin simbolul = sau =. Metoda generala de
stabilire a echivalentei a doud formule consta in construirea tabelelor lor de
adevar si compararea acestora. Altd metoda, denumitd metoda transformarilor
echivalente, presupune transformarea uneia dintre formule (sau a ambelor) pana
se ajunge la o forma evident comuna. Un interes aparte il prezintd procedeele de
reprezentare a functiilor booleene prin asa numitele forme normale sau canonice
si forme minimale.

3.2.2. Decompozitia functiilor booleene

Notim x°=X, x!=x. Este simplu si ne convingem (de exemplu prin
construirea tabelului de adevar), ca pentru un parametru « egal cu 0 sau cu 1,
reiesind din notatia introdusa, avem

x?=1 cand x=«
si x%=0, daca Xz« (3.1)

Teorema 3.1. Orice functie booleana f(X1, Xa,..., Xn) poate fi pusd sub forma:

f(XLyeeey Xy Xt Lyees Xn)= VX, Xy o X F(@1yevey Oty Ximsdyeee, Xn) (3.2

e
in care m<h, iar disjunctiile se vor lua pentru toate 2™ seturi, formate din
variabilele x4, Xo,..., Xm.

Relatia (3.2) se numeste decompozitia functiilor booleene pentru variabilele
X1, X2,00e; Xm.
Demonstrim prin introducerea unui set arbitrar de valori (o,...,0m, Gm+1,...,0n)
ale argumentelor in ambele parti ale relatiei (3.2). Deoarece X*=1 numai in cazul
in care X=q, dintre toate cele 2™ conjunctii ale partii drepte a relatiei (3.2) numai
una este egald cu 1 (restul sunt 0), cea pentru care cn=01, ®=03,..., Gm=0m.
Obtinem
f(o1,02,...,00) = 01 G7 .0 T(01,02,...,0m, Ot .., 00) = f(01,02,...,00),
si, deoarece setul de valori a fost luat arbitrar, teorema este demonstrata.

Pentru m=1 avem decompozitia FB pentru o singurd variabila (de exemplu
X1):
(X1, X2, Xn)= X, T(0, X2,..., Xn) v X1 f(1, X2,..., Xn).
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Prezinta interes deosebit cazul m = n - decompozitia FB pentru toate
variabilele x4, X2,..., Xn. Avem:
f(X1, X200, X0)= v XOXS o X" f(ats a0) = v XX Xa" (3.3)
ar-n fag-an)=l
in care disjunctiile se iau pentru combinatiile argumentelor aplicate de f in 1, iar
conjunctiile respective se numesc elementare, termeni canonici conjunctivi sau
termeni minimali (mintermi).

Definitie. Numim formulia booleand orice formula care in afara de variabile si
paranteze contine doar functiile disjunctie, conjunctie si negatie.

Teorema 3.2. Orice functie logicd poate fi prezentatd printr-o formula
booleana.

Demonstratia este imediata si reiese din teorema 3.1, relatia (3.3) si ultima

definitie. Constanta O poate fi reprezentata prin formula x X .

3.2.3. Algebra booleana. Proprietatile operatiilor booleene

Algebra A = <Py, {v, A, }>, suportul careia este mulfimea tuturor functiilor
logice, iar in calitate de operatii sunt luate disjunctia, conjunctia si negatia, se
numeste algebra booleand a functiilor logice. Operatiile acestei algebre se mai
numesc operatii booleene.

Pentru operatiile booleene s-a convenit a se considera urmatoarea ordine de
indeplinire: mai intdi vor fi indeplinite toate operatiile de negatie (cea mai Inalta
prioritate), apoi conjunctiile, iar cea mai mica prioritate o are disjunctia. La
necesitate pot fi utilizate parantezele.

Este simplu de stabilit (prin construirea tabelelor de adevar, de exemplu), ca
operatiile booleene poseda proprietatile:

e asociativitate X1(X2X3) = (X1X2)X3;

X1 (X2 WX3) = (X1 VX2) VXs; (3.4)
e comutativitate X1X2 = XoX1;

X1WX2 = X2 VX1, (3.5)
o distributivitate X1(X2 VX3 ) = X1X2 VX1X3;

X1U(XoX3) = (X1 VX2)(X1 VX3); (3.6)
e idempotenta XX = X;

X VX=X 3.7
e principiul involutiei X =X; (3.8)
e operatii cu constante X&1=x; x&0=0;

xv1=1; xv0=x; 0=1;  1=0; (3.9)

42



o legile lui de Morgan XX, = X +X, ;

X, +X, = XX, (3.10)
e contradictie x)_( =0; (3.11)
o legea tertului exclus X+ X =1, (3.12)

Operatiile booleene poseda proprietatile (3.4) - (3.12) chiar daca argumentele
X; sunt la randul lor functii sau vor fi obtinute in rezultatul unor calcule. Ca
rezultat, aceste proprietati se mai numesc relatii de echivalentd, iar transformarile
care pot fi operate cu ajutorul lor se numesc transformari echivalente. Relatiile de
echivalenta (3.4) - (3.12), impreund cu unele relatii suplimentare, obtinute din
primele, prezintd un interes deosebit in tratarea problemei de echivalenta a
formulelor, datorita eficacitatii mai mari in comparatie cu tabelele de adevar.

Mai aducem cateva relatii de echivalentd suplimentare (demonstratiile se
bazeaza pe proprietatile de mai sus si se propun ca exercitiu):

e absorbtie XVXY = X; X(xvy) = X;
o alipire XYWy =X;
e alipire generalizata Xz \/yz VXY =Xz \/yz

3.3. Forme canonice

3.3.1. Forma canonica disjunctiva

Decompozitia (3.3) se numeste formd canonici disjunctiva (FCD) sau
forma normal disjunctivid perfecta (FNDP) a functiei f(X1, X,..., Xn). FCD
contine tot atitea conjunctii elementare cate unitati sunt in tabelul de adevar al
functiei date: fiecarui set de valori ale argumentelor pentru care f = 1 ii
corespunde o conjunctie in care X; este negat, daca =0 si fara negatie, daca a=1.
Cu alte cuvinte, existd o corespondentd biunivocd intre tabelul de adeviar al
functiei f(x1, X2,..., Xn) $i FCD a acestei functii. Unica functie booleana care nu
poseda FCD este constanta 0.

Relatia (3.3) conduce la un algoritm simplu de elaborare a FCD pentru o FB
arbitrara:

1°.  Se construieste tabelul de adevar al functiei;

2°.  Pentru fiecare combinatie de valori ale argumentelor aplicate in 1
se scriu termenii canonici conjunctivi in care argumentul x; este luat
ca atare sau negat dupa cum valoarea lui in combinatia respectiva
este 1 sau 0;
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3°. Se reunesc toti termenii canonici conjunctivi, obtinuti la pasul
precedent, cu operatia disjunctie.

Dacé pentru un termen canonic conjunctiv fiecare variabila va fi inlocuita
prin 1 sau 0, dupd cum este prezenta in acest TCC (fird negatic sau negata,
respectiv) vom avea reprezentarea binard a unei conjunctii elementare. De

exemplu, reprezentarea binard a conjunctiei elementare X X, X, X, este 0100.

Reprezentarea binard poate fi transformatd in zecimald, adicd conjunctia
elementard de mai sus poate fi consideratd 4 zecimal. Prin utilizarea acestor
notatii FCD este mult mai compacta. Notand prin X disjunctia unui set de TCC,
forma canonica disjunctiva a unei functii booleene oarecare poate avea forma

f(x1,X2,...,Xn) = 2(0,2,4,...).

3.3.1. Forma canonica conjunctiva

Reprezentarea unei FB se poate face si sub o altd forma, numita forma
canonica conjunctivd.

Pentru aceasta numim numarul combinatiei numarul i atasat unei combinatii
de valori (o1,02,...,0n) conform relatiei:

i = 012"+ 02" %+, 4 ;20
si introducem functia Si(X1, X2,..., Xn) definita astfel:

0, daca numarul combinatiei este i
Si= (3.13)

1, in caz contrar.

Aceasta functie se numeste functia caracteristica a lui zero sau constituentul lui
zZero.

Poate fi demonstrata

Teorema 3.3. Orice FB poate fi scrisd sub urmatoarea forma
f(X1, X2,y Xn) = & Si (3.14)
ieM

0
unde Mo este multimea combinatiilor valorilor argumentelor pentru care functia
f(x1, X2,..., Xn) ia valoarea 0.

Demonstratie. Se considerda un set arbitrar de valori ale argumentelor
(01,02,...,0n). Sunt posibile doua cazuri distincte: functia sa aplice acest set de
valori a) in 0 si b) 1n 1.
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Daca valoarea functiei este 0, atunci in partea dreapta a relatiei (3.14) se afla
functia Si al carei indice ik corespunde numirului setului considerat. In acest caz,
conform cu (3.13), pentru setul respectiv de valori ale argumentelor Sy va fi
egald cu 0. Conform proprietatii X&0 = 0 partea dreaptd a relatiei (3.14) va fi
egald cu 0. Daca 1nsd pentru setul considerat valoarea functiei este 1, atunci
conform formularii teoremei, printre functiile Si din (3.14) nu va fi nici una
pentru care indicele si coincidd cu numarul combinatiei. In acest caz, conform cu
(3.13), toti membrii conjunctiei din partea dreapta a relatiei (3.14) vor fi egali cu
1, deci partea dreapta va fi egald cu 1. Deoarece s-a demonstrat ca ambele parti
ale relatiei (3.14) sunt identice pentru un set arbitrar de valori ale argumentelor
rezulta ca este adevarata pentru orice alt set de valori. Teorema este demonstrata.

Pentru a stabili expresiile functiilor Si se considera expresia booleana

XV XS VoLV X (3.15)

Conform relatiei (3.1) functia (3.15) este 0 atunci si numai atunci, cand X1 # o, X2
# 0,..., Xn # o, fiind 1 pentru toate celelalte cazuri. Aplicand (3.13) pentru
functia constituentul lui 0, rezulta:

Si(X1, X2,.+y Xn)= Xlal v X;z \/...\/X:n

cu conditia ca i = 02"+ 2"+ ...4+ 2’

Deci, orice FB poate fi descrisa printr-0 expresie de forma

f(X1, X2,y Xn) = &0 (X[ v X532 viv X" (3.16)
unde prin & s-a notat faptul ca se considera conjunctia termenilor disjunctivi
(3.15) pentru care functia f ia valoarea 0.

Reprezentarea FB sub forma (3.16) se numeste forma canonica conjunctivi
(FCCQC), iar termenii (3.15) cu conditia Xi=ai termeni canonici disjunctivi (TCD),
termeni maximali sau maxtermi.

Relatia (3.16) permite stabilirea algoritmului realizéarii FCC daca se cunoaste
tabelul de adevar al functiei, care contine urmatorii pasi:

1°.  Din tabelul de adevar al functiei se considera toate combinatiile pe
care functia le aplica in O;

20, Se scriu TCD, care corespund acestor combinatii. in expresia TCD
argumentul x; intrd direct sau negat dupa cum in combinatia
considerata are valoarea 0 sau 1;

30.  TCD obtinuti la pasul 2 se reunesc prin semnul conjunctiei.
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Formele canonice sunt unice pentru o functie logica complet definita. Este
recomandatd FCD in cazul in care tabelul de adevar al functiei contine un numar
mai mic de valori 1, decat de valori 0, si FCC, in caz contrar.

3.4.  Alte forme de reprezentare a functiilor booleene

In afara de reprezentarea FB cu ajutorul tabelelor de adevar si a formelor
canonice mai sunt cunoscute alte forme cum ar fi diagramele Karnaugh, schemele
logice, diagramele de timp, etc.

3.4.1. Diagrame Karnaugh

Diagramele Karnaugh au fost concepute pentru simplificarea FB si reprezinta
un tablou bidimensional, care pentru o functie de n argumente contine 2P linii si
29 coloane, iar p+q = n. Daca n este par, atunci p = q si p = gq+1, in caz contrar.
De obicei, pot fi utilizate cu succes pentru n = 4, 5, mai dificil pentru n = 6 si
mai mare. Intr-un tabel bidimensional Karnaugh titlurile coloanelor si liniilor
sunt formate din combinatiile de valori posibile dispuse in cod Gray (binar
reflectat). Acest cod fiind continuu si ciclic asigurd relatia de adiacenta intre
campurile diagramei (numim adiacente doua campuri daca titlurile lor difera
printr-un singur rang).

Exemplul 3.4.  Pentru FB de 4 argumente cu tabelul de adevar 3.5 diagrama
Karnaugh este prezentata in figura 3.1. €

Tabelul 3.5. Tabelul de adevar al unei FB

X1 X2 X3 Xa | f(X1,X2,X3,X4) X1 X2 | X3 X4 f(X1,X2,X3,X4)
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 1 1 0 0 1 0
0 0 1 0 1 1 0 1 0 1
0 0 1 1 0 1 0 1 1 1
0 1 0 0 0 1 1 0 0 0
0 1 0 1 0 1 1 0 1 0
0 1 1 0 1 1 1 1 0 1
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1

X1X2 00 01 11 10

X3X4 00 0 0 0 0
01 1 0 0 0
11 0 1 1 1
10 1 1 1 1

Fig. 3.1. Diagrama Karnaugh
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Combinatiile valorilor argumentelor X; §i X2 sunt dispuse in partea superioara
a diagramei, iar cele ale argumentelor xs si X4 vertical in partea stingd. La
intersectia unei coloane si a unei linii este campul diagramei in care se trece 0 sau
1, conform valorii functiei in tabelul de adevar.

3.4.2.  Circuite logice

Circuitul logic (sau schema logica) este o reprezentare grafica a FB, obtinuta
prin adoptarea unor semne conventionale pentru

Tab.3.6. Reprezentarea FB prin scheme logice

. .. Reprezentarea grafica
Denumirea functiei P &

Standardele fostei URSS Standarde internationale

_ X X X
Negatia f(x) = X | o
Disjunctia X1 X1 VX0 X1 X1 VX2
(X, %2) = X1 1Ko e N I R A
Conjunctia X1 & X18X> X1 X18&X2
f(X1,X2) = X11X2 — X | - X -

fx18x2)

W/

Pierce x |& e X
f(x1,x2) = X1 7%z X2 | — X2

Sheffer xi |1 X

f(Xl,Xz) = X1/X X2 Mz X

fxavx2)

J

operatiile logice. Simbolurile grafice adoptate constituie o reprezentare a
circuitelor logice, care materializeaza functiile logice elementare. Prin
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implementarea unei functii logice se intelege realizarea ei cu ajutorul
circuitelor de baza. Unele dintre cele mai des utilizate semne grafice pentru FB
elementare sunt prezentate in tab. 3.6.

Exemplul 3.5. Sa se reprezinte prin schema logicd functia f(X1, X2, X3)

= X1X, X3 V X X, X5 .

Utilizand figurile grafice din tab.3.6 schema logica este prezentata

in fig. 3.2.

X1

j )

Xs[ | 1

1 | f(xaxaXs
2 \
X1 X2 X3
Nivelul 0 Nivelul 1 | Nivelul 2

Fig.3.2. Schema logica
Pot fi indicate si nivelele logice - multimea elementelor fizice care
opereaza simultan. Aici avem nivelele logice 0, 1 5i 2. <

3.4.3. Diagrame temporale

Daca vom reprezenta grafic argumentele X;j ca functii de timp, atasand
valorilor 0 si 1 valori distincte (de exemplu, valorii 0 un nivel coborét, iar valorii
1 un nivel ridicat), astfel ca sa existe o diferentiere evidenta a acestor nivele, si
vom face acelasi lucru si cu valorile functiei vom obtine reprezentarea unei FB
prin diagrame in timp (diagrame temporale), reprezentare extrem de utila in
studiul sistemelor secventiale in evolutia carora intervine timpul.

Exemplul 3.6. Diagrama temporala a functiei f(Xi, X2, x3) = ;1;3 v X1;<2 are forma
prezentata in fig. 3.3.
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X1

X2

X3

Fig.3.3. Exemplu de diagrama temporald <«
3.5.  Sisteme complete de functii booleene

Definitie. Numim sistem complet de functii booleene (bazd) in clasa ¥
sistemul S=(fi, fa,..., fk), dacd orice functie @pef poate fi reprezentatd prin
superpozitia functiilor din acest sistem.

in calitate de # poate fi luatdi multimea Py(n). In aceastd clasi existi un
sistem complet si anume toate cele 27 functii de n argumente. Conform
teoremei 3.2, orice functie logica de n argumente de asemenea poate fi
reprezentatd utilizind doar functiile negatie, disjunctie si conjunctie. Deci, in
aceeasi clasd pot exista mai multe sisteme complete cu un numar diferit de
functii. Un interes deosebit prezintd problema alegerii bazei, care contine un
numar minim de functii.

Numim baza minimala (sistem complet minimal) un sistem complet arbitrar
de functii booleene (fi, f2,..., fk), care odatdi cu eliminarea oricdrei functii
apartinand sistemului devine incomplet.

Pentru a stabili completitudinea unui sistem oarecare de FB este suficient sa
se arate ca functiile sistemului considerat pot reprezenta functiile sistemului (v,

A ). Pot fi demonstrate teoremele:
Teorema 3.4. Sistemul (v, _) este un sistem complet in clasa Pa(n).

Teorema 3.5. Sistemul (A, _) este un sistem complet in clasa Pa(n).

Teorema 3.6. Functia lui Pierce ( 7) formeaza in clasa P»(n) un sistem complet.
Teorema 3.7. Functia lui Sheffer ( /) formeaza in clasa P2(n) un sistem complet.
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Pentru a demonstra, de exemplu, teorema 3.5 este suficient sa se arate ca
functia disjunctie poate sa fie reprezentata prin functiile negatie si conjunctie.
Utilizand principiul involutiei i una din relatiile lui De Morgan, avem

(X1, X200, Xn)= X1V Xa Vi VKn= X; V X, VoV X =X X, 00X
ceea ce trebuia demonstrat.

Analogic se demonstreaza teorema 3.4. Am stabilit c¢d sistemul (v, A, ) este

redundant. Una din functii (disjunctia sau conjunctia) poate fi eliminata, sistemul
ramanand complet.

Pentru a demonstra teorema 3.6 vom arita ca functia lui Pierce poate

reprezenta sistemul (v, ). Negatia se poate scrie astfel:

X=XV X =x7

Functia conjunctie poate fi exprimatd in modul urmator:

Xivke = X VX, = X T Xy = (7o) Axa 7).
Analogic demonstram si teorema 3.7.

Teoremele 3.6 si 3.7 prezintd un interes deosebit datoritd numarului minim
posibil de elemente care formeaza baza: putem utiliza un singur tip de circuit
pentru materializarea oricirei functii booleene. In acest context este
importanta trecerea de la FCD sau FCC la forme cu functii Pierce (SAU-NU) sau
Sheffer (SI-NU), trecere denumitd implementare.

3.6. Minimizarea functiilor booleene

Problema reprezentarii functiilor booleene prin sisteme complete care contin
un numar minim de functii elementare vizeaza posibilitatea folosirii unui numar
cat mai redus de tipuri de circuite logice pentru materializarea FB considerate.
Existd gi un alt aspect al problemei - cel care priveste utilizarea unui numar cat
mai mic de circuite standard. Teoretic aceasta problema se reflectd in simplitatea
functiilor booleene. Este evident cd formele canonice sunt departe de a fi cele
mai simple. Obtinerea unor forme mai simple poate fi realizatd prin metoda
transformarilor echivalente utilizind relatiile p.3.2. Insa simplitatea finald
depinde de madiestria si experienta cercetatorului, mai mult - nu exista siguranta
ca forma obtinuta este cea mai simplad. Din aceastd cauza au fost cautate metode
sistematice pentru obtinerea expresiilor minimale a FB.
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3.6.1. Metoda lui Quine
Numim termen normal conjunctiv (TNC) conjunctia X;* X5?...X.* (ksh), in

care fiecare variabila se intalneste numai o singurd datd. Numaérul literelor unui
termen normal conjunctiv numim rangul termenului, iar disjunctia TNC - forma
normal disjunctiva (FND). Reiesind din aceste definitii putem spune ca FCD a
unei FB de n argumente este FND la care toti termenii sunt de rang n (forma
normala cea mai complexa).

Definitie. Forma normal disjunctiva care contine cel mai mic numar de litere
Xi%l in comparatie cu toate celelalte FND ale unei FB date numim forma
disjunctiva minima (FDM).

Definitie. Numim implicanti primi ai unei FB de n argumente termenii
conjunctivi de forma X;*X;?...X.* (ksh) care implicd functia fard a se putea

elimina vre-o variabila (TNC de rang minim care implica functia). De exemplu,
daca pentru f(X1,X2,X3,X4) avem

X1 X_2 X3 X_4 —> f(X1,X2,X3,X4) X1 X_2 X3 Z este implicant al f(x1,X2,X3,Xa)

X1X3 X4 — f(Xl,Xz,Xg,X4) X1X3 X4 este implicantul func‘;iei f(Xl,Xz,X3,X4)
X1X3 — f(X1,X2,X3,Xa) X1X3 este implicantul functiei f(X1,X2,X3,X4)

X1 —> f(X1,X2,X3,X4) X1 Nu este implicantul functiei f(X1,X2,X3,X4)

Xz — f(X1,X2,X3,X4) X3 nu este implicantul functiei f(X1,X2,X3,X4)

atunci XiXs este un implicant prim al functiei f(X1,X2,X3,Xa).

Implicantii primi pot fi determinati plecind de la FCD prin aplicarea
sistematicd la cate doi termeni conjunctivi care se deosebesc printr-un singur rang
(sunt adiacenti) proprietatea de alipire partiala (v.p. 3.2)

AxVA X, = A (3.17)

Adesea, 1n rezultatul efectuarii operatiei de alipire partiala, pot aparea termeni
normal disjunctivi in repetare sau asupra carora poate fi executatd operatia
absorbtie. Primii, conform proprietatii idempotentd se vor scrie o singurd data,
pentru cei de categoria a doua se va opera absorbtia.

Teorema 3.8. Executdnd asupra FCD a unei FB toate operatiile posibile de
alipire partiala si de absorbtie obtinem disjunctia implicantilor
primi.

Demonstratie. Conform teoremei are loc relatia

f(X1, X2, Xn)= v ¢, (3.18)
K

in care ¢x este setul respectiv de implicanti primi. Aceasta relatie trebuie s fie

adevarata si atunci cand f(X1,Xo,...,Xn)=0 si pentru cazul in care f(X1,X2,...,Xn) = 1.
In primul caz toti implicantii primi sunt egali cu O, altfel am avea valoarea O
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pentru functia @i—>f(X1,X2,...,Xn), unde ¢ = 0 (deci ¢ nu ar fi implicantul functiei
f(X1,X2,....Xn), v.p.3.2). In cel de-al doilea caz va exista cel putin un implicant prim
@ = 1, drept rezultat partea dreapta a relatiei (3.18) va fi ca si partea stanga egala
cul.

Expresia (3.18) se numeste formd disjunctiva prescurtatd (FDP). In FDP
exista in caz general implicant{i primi de prisos (redundanti, care implica
suplimentar functia), deci FDP nu este minima. Implicantii primi strict necesari
(obtinuti dupa eliminarea implicantilor redundanti) se numesc implicanti
esentiali. Disjunctia implicantilor esentiali conduce la FDM. In concluzie, putem
afirma ca minimizarea unei FB pornind de la FCD presupune urmatorii doi pasi:

1°. determinarea formei disjunctive prescurtate (3.18);
2°. alegerea implicantilor esentiali.

Implicantii esentiali pot fi alesi construind un tabel special, numit tabelul
implicantilor primi sau tabel de acoperire. Fiecare linie in acest tabel corespunde
unui implicant prim, iar fiecare coloand unui TCC din FCD initiala. Vom spune
ca un implicant prim se afla in relatia de acoperire cu un TCC, daca el se contine
in acesta. Se va construi matricea acestei relatii binare (la intersectia liniei i cu
coloana j se va pune 1, daca implicantul prim cu numarul i se afld in relatia de
acoperire cu TCC cu numadrul j, si O in caz contrar.) Vom alege cel mai mic
numar de implicanti primi strict necesari (esentiali) pentru ca sa fie acoperiti toti
TCC.

Fie functia f(X1,X2,X3,X4) definitd prin FCD:

f(X1,X2,X3,Xa) = X_ X_ X, X_ \/X X2X X VX X2X X4VX1X2X Xav

\/X1X X XavXi X, X; X,

Sa se determine forma disjunctiva minima.
1°. Determinam FDP evidentiind to‘;i implicantii primi:

X, X, X3 X, VX X2X X =X X3 X,
X X X X \/X1X X X =X, X, X,,
X, X2 X, X, \/X X2X Xq4= X X2X3,

X1 X2 X3 X4 V XXz X, Xa = X2 X, Xq,
X1Xz2 X5 X4 VXX, X;Xa= X1 X, Xa,
X1 X, X;Xa VXX, X; X, =XuX, X;
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Deoarece alipiri partiale pentru termenii normali de rang 3 nu se pot opera, avem
urmatoarea forma disjunctiva prescurtata:

f(xeXo X Xa)= X, X, X, VX, Xy X, VX, X2 Xy VX2 Xy Xa VX1 X, Xa VX X, X,

2°. Construim tabelul de acoperire:

Tabelul 3.7. Tabel de acoperire

Implicantii Termenii canonici conjunctivi (in binar)
primi 0000 | 0100 [0101] 1101 | 1001 | 1000
X, X X, | 1 1 o | o 0 0
X, X, X, | 1 o | o] o 0 1
X, X2 X, 0 1 | 1] o0 0 0
X2 X, Xa 0 o | 1| 1 0 0
X1 X, Xa 0 o | o | 1 1 0
X1X, X, 0 o | o o 1 1

f(xuXeXaXe) = X, X, X, VXe Xy Xa VX1 X, X, o

fixuXeXaXa) = X, X, X, vV X, X2 X, VXL X, X,

alegerea facandu-se la optiune. Concluzionam, ca o FB poate avea mai multe
forme minime.

3.6.2. Metoda Quine — McCluskey

Metoda prezentata mai sus poartd numele lui Quine, care a propus-o, §i are un
neajuns evident, datorat necesitatii compararii la primul pas a tuturor perechilor
de termeni (complexitatea creste in mod factorial). Dar aceasta nu este necesar,
deoarece operatia de alipire partiala poate fi executatd doar daca doi termeni se
deosebesc intr-un singur bit. McCluskey a propus sa se transcrie in binar TCC si
sd se impartd pe grupe dupa numarul de biti 1. Vom avea grupa 0, grupa 1, etc.
Alipirile partiale pot avea loc numai pentru elementele grupelor vecine, deoarece
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aceste grupe difera intre ele cu un singur bit 1. In locul variabilelor eliminate la
alipire se trece o liniuta.

Metoda Quine-McCluskey presupune indeplinirea pasi lor:

1. Ordonarea echivalentilor binari ai TCC, corespunzatori valorilor 1 ale FB,
pe nivele incepand cu nivelul 0;

2. Determinarea implicantilor primi prin comparatii succesive ale
echivalentilor binari, apartinand nivelelor adiacente;

3. Determinarea tabelului de acoperire al functiei;

4. Calculul formal de determinare a tuturor solutiilor functiei.

Exemplul 3.7. [4] Fie functia f(x1,x2,x3,x4) = 2(0,1,2,3,4,7,8,11,12,13,15).

1. Ordonarea pe nivele

Nivelele | Echivalentul binar Echivalentul zecimal
0 0000 0
1 0001 1
0010 2
0100 4
1000 8
2 0011 3
1100 12
3 0111 7
1011 11
1101 13
4 1111 15

Fig. 3.4. Nivelele functiei booleene
2. Determinarea implicantilor primi.

Vom nota prin A, B,... implicantii primi, adicd acei termeni ce nu se mai
pot reduce. Putem cupla mai departe conjunctii vecine, cu simbolul ,,-” in
acelagi rang si pentru care echivalentii binari difera intr-un singur rang.
Conjunctia, care nu se mai poate cupla cu nici o alta conjunctie din tabel, va fi
un implicant prim al functiei date.

Primul element de comparatie se noteaza cu (v), iar al doilea cu (*). Prin
cuplarea conjunctiei cu echivalentul binar (0 0 0 -) cu conjunctia cu (00 1 -)
rezultd conjunctia cu echivalentul binar (0 O - -), etc. Tinadnd cont de cele de
mai sus, rezulta primul tabel de comparare (alipire), prezentat in figura 3.5.
Avem implicantii primi

A=XiXa xg , B=xixaxsa, C=x; x, , D=x; x, si E=XsXa.

4
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000-

v
00-0 v
0-00 v
-000 v
00-1 *
001- *
-100 *
1-00 *
0-11 v
-011 v
A 110-
-111 *
1-11 *
B 11-1
Fig. 3.5. Prima alipire
in figura 3.6 este prezentat al doilea tabel de comparare.
C 00--
D --00
E --11

Fig.3.6. A doua alipire

3. Tabelul de acoperire

Implicantul Echivalentul zecimal al TCC initial

prim 0 |1 |2 |3 |4 |7 |8 |11 12 |13 |15
A 1 1

B 1 1
C 11111

D 1 1 1 1

E 1 1 1 1

Functia poate avea doua expresii

1) f(X1,X2,X3,Xs) =A+C+D+E = XiXax; vX; X, V X5 X, VXsXs SauU

2) f(x1,X2,X3,X4) =B+C+D+E = X1XoXav X, X, VX

) 3 X, VXaXa. <4

3.7.  Logica enunturilor

3.7.1.  Conectori logici si formule

in logica enunturilor [5] prezinta interes propozitiile afirmative, care pot fi
adevarate sau false, dar nici intr-un caz si una i alta in acelasi timp. Propozitiile
afirmative de acest tip se numesc enunturi. Mai strict, numim enunt o
propozitie afirmativa, care este sau adevarata sau falsa, dar nu si una si alta
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instantaneu. Exemple de enunturi: “Soarele este fierbinte”, ”Zapada este alba”,
”UTM este institutie superioard de invatdmant”, ”Logica este o stiintd”. Valoarea
“adevirat”, sau “fals” atribuitd unui enunt se numeste valoare de adevir. De
obicei, valoarea de adeviar adeviarat este notatd cu T sau cu 1, iar valoarea fals —
cu F sau 0. Convenim sa folosim litere mari sau lanturi de litere mari pentru a
nota enuntfurile. De exemplu, putem nota enunturile astfel:

P - Soarele este fierbinte,

Q - Zapada este alba,

R - Logica este o stiinta.

Simbolurile P, Q, R, etc., care sunt utilizate pentru notarea enunturilor, se
numesc formule atomare sau atomi.

Din enunfuri putem construi enunturi compuse, folosind conectorii logici. De
exemplu, “Cerul este albastru si zdpada este alba”, “Soarele infierbanta puternic
si vara este toridda”, “Dacd pisica nu-i acasd, atunci goarecii urcad pe masa”.
Conectori logici in aceste enunturi compuse sunt “si”, “daci..., atunci”. in logica
enunturilor sunt utilizati cinci conectori logici: “™ (nu), “A” (s7), “V” (sau), “—”
(daca..., atunci), “<>” (atunci si numai atunci). Acesti conectori sunt folositi
pentru a construi enunfuri compuse, din enunturi compuse enunturi $i mai
complexe, etc. De exemplu, notam “Umiditatea este mare” prin P, “Temperatura
este inalta” prin Q si “Ne simgim bine” prin E. Atunci propozitia “Daca
umiditatea este mare §i temperatura inaltd, atunci nu ne simtim bine” poate fi
scrisd astfel: (P A Q) — (£)). Observim, cd un enun{ compus poate exprima o
idee relativ complexa. in logica enunturilor expresia, care reprezinti un enunt, de
exemplu, P sau un enun{ compus ((PAQ)—(£)) se numeste formuld construit
corect (formula corecta, formula).

Definitie. Numim formula corecti sau formuli propozitionali:

1. Un atom este formula.

2. Daci E este formuli, atunci si (£) este formula.

3. Daca G si H sunt formule, atunci (GAH), (GvH), (G—H) si (G¢»H) sunt formule.
4. Nu exista alte formule, decat cele generate de regulile 1 — 3.

Nu este dificil sa observam, ca expresiile (GA), (Gv), (—H) nu sunt formule.
In unele cazuri, cand nu pot sa apari neintelegeri, unele perechi de paranteze pot
fi omise. Pentru aceasta mentionam, ca existd o ordine a prioritatilor conectorilor
logici. Prioritatea cea mai mare o are conectorul “nu”, urmeaza “si”, “sau”,
“dacd..., atunci®, “atunci §i numai atunci”. Deci, aceasta este ordinea de
descrestere a prioritatilor si atunci cand parantezele sunt lipsa, calculele se vor
face conform acestei conventii. Dacd existdi mai multe operatii cu aceeasi
prioritate, calcule se vor face de la stdnga la dreapta in ordinea in care sunt scrise
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in expresie. Astfel, PAQ—E va insemna (P A Q) — (£)), iar P>QAE\VS
respectiv (P—=((QA(E)) v5)).

Valorile de adevir ale formulelor (£), (GAH), (GwH), (G—H) si (G«>H) sunt
date de tabele de adevar ale functiilor booleene “NON” (negatie), “SI” (produs
logic), “SAU” (suma logica), “IMPLICATIE”, si “ECHIVALENTA” (v. 3.1).

3.7.2. Interpretarea formulelor in logica enunturilor

Valoarea de adevar a unei formule poate fi calculata plecand de la valorile de
adevar ale atomilor si folosind tabelele de adevar ale celor cinci formule de baza.

Definitie. Fie G o formulad propozitionald datd, iar A1, Ay, ..., An, atomii acestei
formule. Numim interpretare a formulei G atribuirea valorilor de
adevar atomilor A1, Ay, ..., An, astfel incat fiecarui atom A i se atribuie
sau T, sau F (dar nu ambele instantaneu).

Definitie. Vom spune, ca formula G este adevirati intr-o interpretare
oarecare atunci si numai atunci, cand G ia valoarea T in aceasta
interpretare. in caz contrar vom spune, ci G este falsi in aceastd
interpretare.

Dacd o formula are n atomi diferiti, atunci existd 2" interpretari diferite ale
acestei formule. Pot fi construite tabele de adevar analogic celor din 3.1. Adesea,
daca A1, Az, ..., An sunt toti atomii unei formule este mai comod sa prezentdm o
interpretare prin vectorul (m;, my, ..., my), unde m; este A; sau 4i. De exemplu,
vectorul (P, 4, E) reprezintd interpretarea in care atomilor P, A, E le-au fost
atribuite valorile de adevar T, F, F, respectiv. Altfel, dacd in calitate de
componentd a vectorului in cauzi intra atomul A ca atare, atunci acestui atom i se
atribuie valoarea de adevar T, iar daca intra negatia lui, atunci acestui atom i se
atribuie valoare F.

in logica enunturilor prezinti un interes aparte formulele care au valoarea de
adevar T si formulele care au valoarea de adevar F in toate interpretarile
posibile.

Fie formula G = ((P—Q) A P)—>Q. Atomii acestei formule sunt P si Q,
formula avand 2?=4 interpretiri. Valorile de adevir sunt prezentate in tabelul 3.8.
Observam, ca formula G este adevarata in toate interpretarile. Formulele de acest
tip se numesc identic adevirate sau tautologii.

Tabelul 3.8. Exemplu de functie identic adevarata

(P>Q) [P>Q P [(PoQ) AP)>Q
T

—H|H|m|m|o
—H (T |m|O
—H{m[d[d
—H|{m|{m|m
—[H|H
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Fie acuma formula G = (P—E) A (P—E). Tabelul de adevir al acestei
formule este prezentat in tabelul 3.9. Observim, cd G este falsd in toate
interpretarile posibile. Formulele de acest tip se numesc formule contradictorii
sau simplu contradictii.

Tabelul 3.9. Exemplu de contradictie

P [E [E [(PoE) [ (PAE) | (P=E)A(PAE)
FIF [T [T F F
F|T [F [T F F
T |F [T [F T F
T[T [F [T F F

Definitie. Numim o formuld identic adevaratd dacd si numai daca ea este

adevarata in toate interpretarile posibile.

Definitie. Numim o formula contradictorie (sau nerealizabila) daca si numai

dacd ca este falsd 1n toate interpretdrile posibile. Numim o formula
necontradictorie (realizabild) atunci si numai atunci cdnd ea nu este
contradictorie.

In baza definitiilor de mai sus sunt evidente urmatoarele observatii:

1.

2.
3.

O formuld este identic adevaratd atunci §i numai atunci cand negatia ei este
nerealizabila.

O formula este nerealizabila atunci si numai atunci cand negatia ei este tautologie.
O formula nu este identic adevarata atunci si numai atunci cand existad cel putin o
interpretare in care aceasta formula este falsa.

O formula este realizabild atunci §i numai atunci cand existd cel putin o
interpretare in care aceastd formula este adevarata.

Daca o formuld este identic adevarata, atunci ea este necontradictorie, dar nu si
invers.

Daca o formuld este nerealizabila, atunci ea nu este identic adevarata, dar nu si
invers.

Construind tabelele de adevar putem stabili ca:

a) (EAE) este contradictorie.

b) (EV£) este identic adevirata, deci nu este contradictorie.
¢) (E—F)nu este identic adevirati, dar nici contradictorie.

Daca o formuld F este adevarata in interpretarea |, se spune ca | satisface F
sau F este realizabila in interpretarea |. Pe de altd parte, daca o formula F este
falsd 1n interpretarea |, se spune cd | rastoarna F sau F este rasturnatia in
interpretarea I. De exemplu, formula (PA(E)) este realizabili in interpretarea (P,
E) si rasturnati in interpretarea (P, E). Daci interpretarea | satisface formula F, |
se mai numeste modelul lui F.
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Vom vedea mai jos, cd demonstrarea ca o formuld este identic adevaratad sau
contradictie este de o importanta foarte mare. In logica enunturilor, daca numarul
interpretarilor este finit, putem rezolva aceasta problema prin metoda enumerarii.

3.7.3. Forme normale si consecinte logice

Observam, ca notiunea de atom din logica enunturilor coincide cu cea de
argument din logica booleand. Mai mult, dacd ludm in consideratic ultima
observatie, cei cinci conectorii logici si functiile booleene respective difera doar
la nivel frazeologic. Evident, toate rezultatele din 3.1 — 3.6 pot fi extinse i pentru
logica enunturilor, inclusiv si cele legate de echivalenta a doua formule,
transformarile echivalente, proprietitile 3.4 — 3.12, formele canonice si algoritmii
de obtinere a formelor canonice, etc. Utilizdnd rezultatele paragrafelor
precedente putem afirma, ca o formula poate fi reprezentatd in forma sa canonica
disjunctiva sau conjunctiva (forma disjunctivd normal perfecta (FDNP), forma
conjunctiva normal perfecta (FCNP)) sau, pentru cazul in care unii atomi pot fi
lipsd in cadrul mintermilor (maxtermilor), cu ajutorul formelor normale
disjunctive sau conjunctive. Aceste forme normale dau posibilitatea sa se
stabileascd, daca doua formule sunt echivalente, adicd daca reprezintd acelasi
enun{ compus. Pot fi utilizate metodele de minimizare pentru a ajunge la o
reprezentare cat mai simpld a unui enunt, reprezentare care prezintd diferite
avantaje in cercetare si implementare.

De exemplu, formula (AvE)—R conform rezultatelor precedente, poate fi
pusi sub forma sa normala disjunctivd (44E) VR, iar formula (AA(Q—E))—S sub
forma normald conjunctiva (SvAvQ) A (SvA VE).

Adesea este necesar si se stabileascd, daca o afirmatie data reiese din cateva
afirmatii initiale. Fie urmatorul exemplu [5]:

Presupunem, cd cursul actiunilor scade, dacd pretul pentru vanzarea lor
creste. Presupunem, de asemenea, cd majoritatea oamenilor sunt nefericiti, daca
cursul actiunilor cade.

Fie ca pretul de vanzare al actiunilor creste. Putem concluziona, ca
majoritatea oamenilor sunt nefericiti.

Pentru a verifica aceasta concluzie, notdm afirmatiile astfel:

P - Pretul de vanzare creste
S — Cursul actiunilor scade
U - Majoritatea oamenilor sunt nefericiti

in exemplul nostru avem patru afirmatii.
(1) Daca pretul de vanzare al actiunilor creste, atunci cursul actiunilor scade.
(2) Daca cursul actiunilor scade, atunci majoritatea oamenilor sunt nefericiti.
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(3) Pretul de vanzare al actiunilor creste.
(4) Majoritatea oamenilor sunt nefericiti.

Reprezentarea simbolica a acestor afirmatii este urmatoarea:
1h P-s,
@) s-u.
@h P,
4hH u.

Trebuie si demonstrim, ci (41) are valoare de adevir T, dacd (19)A(2H)A(3Y)
este adevarata.

Aducerea la forma normald a ((P—S)A(S—U)AP), care reprezintd
(IHARHA(3Y) si care este lisatd ca exercitiu, ne conduce la PASAU.

Deci, daca (P—S)A(S—U)AP) are valoare de adevar T, atunci si (PASAU)
este adevidratd. Deoarece (PASAU) este T numai daca P, S si U sunt adevarate,
concluziondm, cd U este adevdrati. Deoarece U este adevirati numai daca
(P—S), (S—U) si P sunt adevarate, U se numeste consecinta logica a (P—.S),
(S—U) si P.

Definitie. Fie date formulele F1, F,..., Fn si formula G. Numim G consecinta
logica a formulelor Fi, Fy,..., Fn (sau G reiese logic din Fi, Fa,..., Fn)
atunci si numai atunci, cand pentru orice interpretare I, in care
FinFoa...AF, este adeviarata, G la fel este adevarata. Fi1, Fo,..., Fn se
numesc axiome (sau postulate, sau premise) ale formule G.

Teorema 3.9. Daca sunt date formulele F1, F»,..., Fn si formula G, atunci G este
consecintd logica ale Fi, Fa,..., Fn dacd si numai daca formula
((FiAF2n...AFp) —G este identic adevarata.

Demonstratie. (=) Presupunem, cd U este consecintd logica a formulelor Fi,
Fa,..., Fn. Fie | o interpretare arbitrard. Daca Fi, F,..., Fy sunt adevirate in I,
atunci conform definitiei notiunii de consecintd logica, U este adeviratd in .
Drept rezultat ((FinFan...AFn) —>U) este adevarata in I. Pe de alta parte, dacd nu
toate formulele F1, F,..., Fq sunt adevarate in I, atunci ((FiAF2n...AFp) —U) tot
una este adevirata in |. Am demonstrat cd ((FiaFan...AFn) —U) este adevarata in
orice interpretare, adicd ((FiAF24...AF) —U) este o formuld identic adevarata.

(<) Presupunem, cid (FiaFan...AFy) —U este o formula identic adevarata.
Pentru orice interpretare I, dacd (FinFan...AFn) este adevdrata in |, atunci U
trebuie sa fie adevaratd in | (conform tabelului de adevar). Deci, U este
consecintd logica a formulelor F1, F,..., Fy, c.C.t.d.

Teorema 3.10. Daca sunt date formulele F1, F»,..., Fq si formula U, atunci U
este consecintd logica ale Fi, F»,..., Fn dacd si numai daca
formula ((FinFan...AFanU) este identic contradicie.
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Demonstratie. Conform teoremei precedente U este consecintd logica a
formulelor F1, F»,..., Fn daca si numai daca formula ((FiAF2n...AFp)—U) este
identic adevaratd. Deci, U este consecinta logica a formulelor Fi, F,..., Fy daca
si numai daca negatia formulei ((F1inF2n...AFpn)—U) este contradictie. Deoarece
negatia acestei formule este egali cu ((FiaF2n..AFnnaU), concluzionim, ci
teorema 2.2 este demonstrata.

Aceste doud teoreme sunt foarte importante. Conform lor putem afirma, ca
demonstrarea faptului, cd o formuld oarecare este consecintd logicd a unei
multimi finite de formule este echivalentd cu demonstrarea faptului ca o formula
legatd de formulele initiale este tautologie sau contradictie.

Dacd U este consecintd logicd a formulelor Fi, Fa,..., Fn, atunci formula
((FinF2A...AFp)—U) se numeste teorema, iar U se numeste concluzia teoremei.
in viata de toate zilele, ca si in matematica, multe probleme pot fi formulate sub
forma unor teoreme si demonstrarea lor. Mai jos este adus un exemplu simplu,
care arata cum pot fi folosite teoremele 3.9 si 3.10.

Exemplul 3.8. Fie formulele F1 = (E—U), F2 =0, G = E. Vom arita,
ca G este consecinta logica a formulelor F1 si Fo.

Metoda 1. Putem construi tabelele de adevar pentru a aréta, ca formula G este
adevidrati in fiecare dintre modelele formulei (E—U) A U.

Tab. 3.10. Tabelul de adevir pentru (E»U) A Usi £
E|U |EU | U (E=U) AU E
F|F |T T T T
F|T |T F F T
T |F F T F F
T|T |T F F F

Observim, ci existd doar un model pentru (E—U) A U, anume (E,
U). Formula E este adeviratd in acest model si, in baza definitiei
notiunii consecinta logicd, conchidem ca G este consecinta logica a
formulelor (E—U) si U.

Metoda 2.  Putem folosi teorema 3.9, extinzand tabelul precedent de adevar.

Tab. 3.11. Tabelul de adevir pentru (E—»U) A U) - E

E|U |ESU | U | E5U)AT E (EsU) A 0) - E
FIF|T T[T T T
FIT|T F |F T T
T|F |F T |F F T
TI|T [T F |F F T
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Tabelul 3.11 arati, ci formula (E—-U) A U) — E este adevirati in
orice interpretare, adicd tautologie si, conform teoremei 3.9, G este
consecintd logica a formulelor (E—U) si U.

Metoda 3. Putem folosi teorema 3.10, aritand ci formula ((E—-U) A U) AE este

contradictie.
Tab. 3.12. Tabelul de adevir pentru (E=U) A U) A E
E |U | EU U | EsU) AT E ((E-U) A 0) AE
F|F | T T T T F
F T [T F |F T |F
T |F |F T [F F |F
T[T [T F |F F |F

Tabelul 3.12 aratd, ci formula ((E—-U)AU)AE este falsd in orice
interpretare, adica este contradictie si, conform teoremei 3.10, G
este consecinta logicd a formulelor (E — U) si U. «

3.7.4.  Aplicatii ale logicii enunturilor

Dupa ce in paragrafele precedente au fost discutate diferite notiuni de baza, sa
facem acum cunostinta cu unele aplicatii ale logicii enunturilor. Aceasta poate fi
ilustrat prin exemple.

Exemplul 3.9. Presupunem, ci are loc o greva. Greva nu se va termina, dacd parlamentul
refuzd sd adopte legi noi, cerute de grevisti, cu condifia cd greva nu
dureaza mai mult de un an si Presedintele nu demisioneaza. Se va termina
oare greva, daca parlamentul refuza sa adopte legi noi, iar greva numai ce
a inceput?

Mai intai vom transforma afirmatiile in simboluri:
P :  Parlamentul refuzi sa actioneze,
Q: Greva se termina,
R: Presedintele demisioneaza
S: Greva dureazd mai mult de un an.

Datele initiale pot fi atunci reprezentate prin urmatoarele formulele:
F1:(Pv R A S)—>Q - Dacid Parlamentul refuza si adopte legi noi
sau Presedintele nu demisioneaza si greva nu dureaza mai mult de un an,

atunci greva nu se va termina,
F2:P - Parlamentul refuza sa adopte legi noi,

Fs: S - Greva a inceput recent.
Putem oare din F1, F2 si F3 sa concluzionam, ca greva nu se va termina,

adicd putem arita, cd Q este consecintd logica a formulelor F1, F2 si F3?
Conform teoremei 3.9 asta este echivalent cu afirmatia ca este identic

adeviratd formula (PvR AS )—=Q )APAS )—>Q.
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Notand RS prin 1, (PvRAS) prin 2, (PvRAS)—>Q) prin 3,
(PvRAS)—=Q)AP prin 4, (PvRAS)—>Q)APAS) prin 5, iar

(((PvRAS)—>Q)APAS)—>Q prin F, tabelul de adevar al formulei F
are forma prezentata in tabelul 3.13.

Tab. 3.13. Tabelul de adevar al formulei F

PIQI|R|[S |5 |[rR |1 |2 |0 |3 |45 ]|F
FIF[F[F [T [T [T [T T [T [F[F T
FIF|[F [T |F [T [F[F [T [T [F[F T
FIF [T [F|T [F [F[F [T [T [F[F [T
FIF [T [T |F [F [F[F [T [T [F[F [T
FIT [F[F [T [T [T [T [F [F[F[F][T
FIT [F [T |F [T [F[F[F [T [F[F [T
FIT [T [F|T [F [F[F[F [T [F[F [T
FlT [T [T |F [F [F[F[F [T [F[F [T
TIF [FIF T [T [T [T [T [T [T [T ][T
TI|F [F[T|F [T [F[T [T [T [T ][F]T
TI|F [T [F [T [F [F[T [T [T [T [T ][T
TIF [T [T ]F [F [F[T [T [T [T [F]T
T[T [FIF [T [T [T [T [F [F[F[F T
T T [F[T|F [T [F[T[F [F[F[F T
T[T [T [F [T [F [F[T[F [F[F[F T
T T [T [T ]F [F [F[T[F [FIF[F]T

Acest tabel demonstreaza, ca formula (PvR A S )—>Q )APAS )—>Q este
identic adevarata, iar concluzia este, ca greva nu se va termina. <«

Exemplul 3.10. Sunt cunoscute urmétoarele reactii chimice:

Mg+H2 — Mg+H:0,
C+02— COy,
CO2+H20 — H2COs.

Presupunem ca avem la dispozitie o oarecare cantitate de MgO, Hz, Oz
si C. Trebuie sa ardtam, ca putem obtine H2COs.

Pentru aceasta vom considera MgO, Hz, O2 si C formule atomare.
Atunci formulele de mai sus pot fi reprezentate cu ajutorul formulelor
urmatoare:

(Mg A H2) > (Mg A H20) A,
(CA02)>CO2 A
(CO2 A H20) - H2COs3 s As.

Afirmatia, ca avem la dispozitie o oarecare cantitate de MgO, H2, O2 si
C poate fi prezentata prin formulele:
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MgO : Aq,

Hx  :As
O2  :Aes,
C DA

Trebuie sa demonstram, ca H2COs este consecintd logicd a formulelor
A1, Az,..., A7. Conform teoremei 3.10 aceasta este corect, daca formula
(A1, Az,..., A7) A HoCOz este contradictie.

Aceasta poate fi demonstrat, construind tabelul de adevar sau operand
transformari echivalente (lasam ca exercitiu). <«

Am aratat, ca logica enunturilor poate fi aplicatd pentru rezolvarea unor
probleme foarte diferite. insi, metoda transformarilor echivalente sau a tabelelor
de adevar poate fi utilizata doar pentru cazuri relativ simple. in caz general, avem
nevoie de programe eficiente de calculator, construite in baza unor metode
matematice speciale si algoritmi sofisticati.

3.8. Logica de ordinul unu

Elementele initiale in logica enunturilor sunt atomii. Din atomi construim
formule, iar aceste formule sunt utilizate pentru a exprima idei complexe. Atomul
este considerat un tot intreg. Structura si componenta sa nu sunt analizate. Insi
exista idei, care nu pot fi exprimate intr-o manierd atat de simpla. Cu titlu de
exemplu urmatorul rationament:

Fiecare om este muritor. Deoarece Confucius este om, el este muritor.

Acest rationament este corect. Insa, dacd vom introduce notatiile

P: Fiecare om este muritor,

Q: Confucius este om,

R: Confucius este muritor,
putem constata, ca R nu este consecintd logicd a formulelor P si Q in cadrul
logicii enunturilor. Aceasta are loc din cauza ca in logica enunturilor structura
enunturilor P, Q si R nu este folositd. Vom introduce in paragrafele care urmeaza
logica de ordinul unu, care spre deosebire de logica enunturilor, mai contine trei
notiuni logice, numite termi, predicate si cuantificatori. Partea cea mai mare a
unei limbi naturale, ca si a limbajului matematic, poate fi formalizata in cadrul
logicii de ordinul unu.

3.8.1. Notiuni de baza

La fel ca si pentru logica enunturilor, vom defini mai intai atomii logicii de
ordinul unu. Vom incepe cu citeva exemple. Fie ca vrem sd reprezentim
afirmatia “x este egal cu 5”. Definim mai intai predicatul EGAL(xy), care
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inseamnd* “x este egal cu y”. Atunci expresia “x este egal cu 5” poate fi
prezentatd prin expresia EGAL(X,5). Analogic, in loc de “A iubeste pe B” scriem
IUBESTE(A,B).

in logica de ordinul unu mai pot fi folosite simbolurile functionale. De
exemplu, putem scrie plus(x,y) pentru a nota “x+y”, mama(x), care ar insemna
“mama persoanei x”. in acest caz, propozitia “mama Iui Eugen il iubeste pe
Eugen” poate fi reprezentatdi simbolic IUBESTE(mama(Eugen),Eugen), iar
expresia “x+y este egal cu z” se va scrie EGAL(plus(x,y),z).

in exemplele de mai sus expresile EGAL(x,5), IUBESTE(A,B),
EGAL(plus(x,y),2) si [UBESTE(mama(Eugen),Eugen) sunt atomi ai logicii de
ordinul unu in care EGAL si JUBESTE sunt simboluri predicative, X, y, z, A, B
sunt variabile, Eugen si 5 sunt simboluri individualizatoare sau constante, iar
mama si plus — simboluri functionale.

In caz general, pentru construirea atomilor sunt permise urmitoarele patru
tipuri de simboluri:

1. Simboluri individualizatoare sau constante (nume de obiecte sau valori

numerice),

2. Simboluri de variabile (litere mici x, y, z,..., este posibila utilizarea indicilor),

3. Simboluri functionale (litere mici f, g, h,... sau cuvinte cu sens din litere mici,

cum ar fi mama, plus),

4. Simboluri predicative (de obicei litere mari P, Q, R,...sau cuvinte din litere mari

EGAL, IUBESTE).

O functie sau un predicat pot fi unare, binare, ternare, etc. De exemplu, EGAL si
IUBESTE sunt predicate binare, mama este simbol functional unar, iar plus — binar.

O functie aplica lista argumentelor intr-o constantd. De exemplu, mama este 0
functie, care pentru valoarea dati a argumentului (Eugen), stabileste persoana,
care este mama lui Eugen, chiar dacd numele acestei persoane nu este
concretizat. Expresia de tipul mama(Eugen) se numeste in logica de ordinul unu
term.

Tata definitia formala a notiuni term:

1. O constanta este term.

2. O variabild este term.

3. Daca f este un simbol functional n-ar si t1, t2,..., th sunt termi, atunci f(ty, t2,..., tn)

este term.

4. Alti termi, decat cei generati cu ajutorul regulilor 1 — 3 nu exista.

Exemplul 3.11.  Deoarece x si 7 sunt termi, iar plus este un simbol functional binar,
expresia plus(x,7), conform definitiei de mai sus este term. Este usor
s& ne convingem, ca expresiile  plus(plus(x,5),x) si

* Am putea spune ci un predicat este o relatie, ceea ce nu-i tocmai corect. Predicatul este o functie,
care ia valoarea T pentru seturile, care verififca relatia data si F ib caz contrar.
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mama(mama(Eugen)) sunt termi cu valorile respective x+5+x si
bunica lui Eugen. <«

Predicatul este o aplicatie, care aplicd o listd de constante (argumentele
predicatului) in T sau F. De exemplu, predicatul EGAL pentru perechea (5,9) are
valoarea F, iar pentru (7,7) — T. Cunoscand ce sunt termii in cadrul logicii de
ordinul unu, putem defini notiunea de atom.

Definitie. ~ Daca P este un simbol predicativ n — ar si ty, to,..., t, termi, atunci
P(ty, to,..., tn) este atom.

Pentru construirea formulelor, in afara celor cinci conectori logici, introdusi
in paragraful precedent, vor mai fi utilizate doud simboluri speciale V'si 5, care
sunt chemate sd caracterizeze variabilele. Aceste simboluri se numesc
cuantificatori: ¥ este cuantificatorul generalizarii, iar 7 de existenta. Daca X este
o variabila, atunci ( VX) se citeste “pentru orice x”, “pentru fiecare x” sau “pentru
toti x”, iar (FX) poate fi citit “exista x”, “pentru unele valori ale lui X sau “cel
putin pentru un x”. ( ¥X) si (3X) mai sunt numite complexe cuantificatoriale.

Exemplul 3.12. VVom prezenta printr-o formula afirmatiile:

(@) Orice numar rational este numar real.

(b)  Existd un numar, care este numar prim.

(c) Pentru orice numar X existd un numar Yy, astfel incat x<y.
Notam afirmatia “x este numar prim” prin P(X), “X eSte numar ragional”
prin Q(X), “x este numdar real” prin R(X) si “x este mai mic ca y” prin
MAI_MIC(X, y). Expresiile de mai sus pot fi scrise dupa cum urmeaza:

(@") (F)(QX)—R(x)),

(b1 ()P (),

(€ (7%)(F) MAI_MIC(x, y).
Fiecare din expresiile (al), (bY) si (c!) se numeste formuld. inainte de a
defini formal notiunea de formuld, introducem notiunile de variabile
legate si variabile libere. Pentru aceasta definim mai intdi domeniul de
actiune a unui cuantificator, care intrd in componenta unei formule —
este acea formula in care acest cuantificator este aplicat. De exemplu,
domeniul de actiune a cuantificatorului de existentd in formula
(W)(FH)MAI_MIC(X, y) este formula MAI_MIC(xy), iar a
cuantificatorului generalizarii — formula (F) MAI_MIC(X, y). Domeniul
de actiune al cuantificatorului generalizarii in formula ( ¥%)(Q(X) >R (x))
este formula (Q(x) >R (x)). «

Definitie. Intrarea unei variabile intr-o formula se numeste legata atunci si numai
atunci, cand ea (intrarea) sau coincide cu intrarea in componenta unui
complex cuantificator ((¥X) sau (X)), sau se afld in domeniul de
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actiune a unui atare complex. Intrarea unei variabile intr-o formula
este libera atunci si numai atunci cand ea nu este legata.

Definitie. O variabila este libera intr-o formula, daca cel putin o intrare a acestei
variabile in formula datd este liberd. O variabild este legata intr-0
formula, daca cel putin o intrare a acestei variabile in formula data este
legata.

In formula ( ¥%)P(x,y) variabila x este legati, deoarece ambele intrari ale lui x
sunt legate. Variabila y este libera, deoarece unica intrare a acesteia este libera. O
variabild poate fi in cadrul unei formule si libera si legata in acelasi timp. De
exemplu, in cadrul formulei (VX)P(X, y) A (7)Q(y) variabila y este si liberd si
legata.

Utilizand notiunile atom, conectori logici §i cuantificatori, putem defini
formal conceptul de formula.

Definitie. Formulele construite corect (sau simplu formule) in logica de
ordinul unu pot fi definite recursiv astfel:

1. Un atom (o formula atomara) este formula.

2. Daci E si F sunt formule, atunci si (E) (EAF), (EvF), (E—F) si (E<»F)
sunt formule.

3. Daca F este formula, iar X este o variabild libera in F, atunci ("X)F si
(Z)F sunt formule.

4. Nu exista alte formule, decat cele generate de regulile 1 — 3.

Exemplul 3.13. Sa exprimam prin formuld exemplul de la inceputul acestui paragraf.
Notam “x este om” prin OM(x), “x este muritor” prin MURITOR(X).
Atunci afirmatia “fiecare om este muritor” poate fi reprezentatd cu
ajutorul formulei (¥%)(OM(x) — MURITOR(X)), afirmatia “Confucius
este om” prin formula OM(Confucius), iar ultima afirmatie “Confucius
este muritor” — MURITOR(Confucius).
Afirmatia finala in intregime poate fi exprimata cu ajutorul formulei:

(7%)(OM(x) >MURITOR(x)) AOM(Confucius) »MURITOR(Confucius). «
Exemplul 3.14. Sa exprimam prin formule axiomele de baza ale numerelor naturale:

A1:  Pentru orice numdr existd un numar, si numai unul singur, care
urmeaza imediat dupa numarul dat (succesorul lui ).

A2: Nu existd un numar dupa care urmeaza imediat 0.

As:.  Pentru orice numar, diferit de 0, existd un numar, $i numai unul
singur, care se afld imediat Tnaintea numarului dat (predecesorul
lui x).
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Fie f(x) si g(x) succesorul si, respectiv, predecesorul lui X, iar afirmatia
“x este egal cu y” este notata prin E(X, y). Atunci axiomele de mai sus
pot fi reprezentate prin formulele:

At (P)(H)ECY, F))A(2)(E(z, F(X)—E(Y, 2))),
Alz: (B0E(O, f(¥)),

Alst ()(E(0) — (H(EWY, 9()) A (V2)(E(z 9(x)—=E(y, 2))))). <«
3.8.2. Interpretarea formulelor in logica de ordinul unu

in logica enunturilor prin interpretarea unei formule am considerat atribuirea
unor valori de adevar atomilor, care intrd in componenta formulei. in logica de
ordinul unu trebuie sd facem mai multe, deoarece suntem obligati sa ludm in
consideratie variabilele. Pentru a defini interpretarea unei formule trebuie sa
indicim domeniul obiectiv (domeniul de valori al variabilelor obiective) si
valorile constantelor, simbolurilor functionale si predicative, care sunt in cadrul
formulei.

Definitie. Interpretarea formulei F in logica de ordinul unu constd dintr-un
domeniu (obiectiv) nevid D si indicatia “estimarilor” (valorilor)
constantelor, simbolurilor functionale si predicative, care formeaza F:
1. Fiecdrei constante ii punem in corespondentd un element oarecare din D.

2. Fiecarui simbol functional n-ar punem in corespondenta aplicatia D" in D.
3. Fiecarui simbol predicativ punem in corespondenta aplicatia D" in {T, F}.

Pentru a sublinia, cd este vorba despre domeniul D, vom mai spune ca
interpretam formula F in D. Atunci cind “estimam”, adica determindm valoarea
de adevar a formulei in interpretarile din domeniul D, complexul (%) va fi
interpretat ca “pentru toti x din D”, iar (3X) — “existd un element x din D”".

Pentru orice interpretare a formulei F in D, formulei i se vor atribui valori de
adevar 1n conformitate cu urmatoarele reguli:
1. Daca sunt date valorile de adevar ale formulelor G si H, atunci valorile de adevar ale

formulelor G, GAH, GvH, G—H, GeH sunt calculate reiesind din tabelele de
adevar ale acestor conectori logici.

2. (¥X)G ia valoare de adevar T, daca G are valoarea T pentru orice x din D; in caz
contrar valoarea F.

3. ()G ia valoare de adevar T, daca G are valoarea T pentru cel putin un x din D; in caz
contrar valoarea F.

Notam, ca formula, care contine variabile libere, nu poate avea valoare de
adevar. Variabilele libere sunt, de obicei, considerate constante.

Exemplul 3.15.  Fie formulele (vX)P(x) si (3) P(x) si urmdtoarea interpretare:
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Exemplul 3.16.

Exemplul 3.17.

Exemplul 3.18.

Domeniul: D ={1, 2}.
Estimarea formulei P:
P(1) | P(2)
T F
Este ugor sd ne convingem, cd (¥X)P(x) are valoarea F in aceastd
interpretare, deoarece P(x) nu este T si pentru x=1, si pentru x=2. Pe de

altd parte, deoarece P(2) este T in aceastd interpretare, () P(x) este la
fel T. «

Consideram formula ( ¥X) (F)P(X, y).
Definim interpretarea dupa cum urmeaza:
Domeniul: D = {1, 2},

PA,1) |PL2 [P@21) |PQ22

T | F | F | T
Cand x=1, putem observa, ci existd o valoare a lui y (anume y=1),
pentru care P(1, y)=T. Daca x=2, de asemenea existd un y pentru care
P2, y)=T.
Deci, in interpretarea datd pentru orice x din D existd o astfel de
valoare a lui y, incat P(x, y) este T, adica (V%) (F)P(x, y) are valoarea
T in aceastd interpretare. <«

Fie formula G = (%) (P(X)—>Q(f(x), a)).

In G avem o constantd a, un simbol functional unar f, un simbol
predicativ unar P si un simbol predicativ binar Q. Fie urmatoarea
interpretare | a formulei G:

Domeniul: D ={1, 2},

Estimarea pentru a:

_a
1
Estimarea pentru f:
f) | f2)
2 1

Estimarile pentru P si Q:
P | PQ) IQ(L 1) IQ(LZ) | Q.1) IQ(ZZ)
T T

F | T | F T
Daca x=1, atunci P(x) >Q(f(x), a) = P(1) »>Q(f(1), a) = P(1)>Q(2, 1)
=F>F=T.

Analogic, dacd x=2, atunci P(x)—>Q(f(x), a) = P(2)—>Q(f(2), a) =
P2)—»Q(1,1)=T »>T=T.

Deoarece P(x)—>Q(f(x), a) are valoare de adevar T pentru toate
elementele xe D, formula G = (¥%)(P(x) »Q(f(x), @)) este adevarata
in interpretarea |. <

Sa estimam in interpretarea exemplului precedent formulele
urmatoare:
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@  (A)(P(f(x)) 2 Q(x f(a)))

(b)  (F)(P(X) A Q(x, a))

©  (¥) (F)PX) A Qx, ¥)

Pentru (a): daca x=1, atunci P(f(x)) A Q(x, f(a)) = P(f(1)) A Q(1, f(a))
=P2) A Q(1, f(1)) =P2) A Q(1,2) =T AT =T, iar daca x=2 -
P(f()) 2 Q(x, f(a)) = P(f(2)) 2 Q(2, f(a)) = P(1) A Q(2, f(1)) = P(1) »
Q(2,2)=FAT=F.

Deoarece in domeniul D exista un element, anume X = 1, petnru care
P(f(x)) » Q(x, f(a)) are valloarea T, formula (3)(P(f(x))AQ(x, f(a)))
este adevdratd in interpretarea |.

Pentru (b): daca x = 1, atunci P(x) A Q(x, @) =P(1) AnQ(1,1) =F &
T=F;

dacd x = 2, atunci P(x) A Q(x,a2) =P(2) nQ(2,1)=T AF=F.

Deci, in D nu este micar un element pentru care P(X) A Q(x, a) ar fi
adevarata, formula (3X)(P(x) A Q(x, @)) este falsa in interpretarea .
Pentru (c): daca x = 1, atunci P(x) = P(1) = F, iar P(xX) A Q(x, y) = F si
pentruy = 1, si pentru y = 2. Deoarece existd un element X (anume x =
1) pentru care (F)(P(x) A Q(X, ¥)) este falsa, formula ( ¥X) (F)(P(x) A
Q(x, y)) este falsa in interpretarea |. «

Notiunlie introduse 1n 3.7 (tautologie, contradictie, consecinte logice) pot fi
definite si pentru logcia de ordinul unu, inclusiv pot fi demonstrate teoreme
analogice despre consecintele logice (1dsam ca exercitiu pentru cititor).

3.8.3.  Forma normala Prenex

Au fost introduse formele normale disjunctive si conjunctive pentru logica
enunfurilor. Si in logica de gradul 1 existd o formd normald, numitd forma
normalid Prenex. Scopul introducerii acestei notiuni este simplificarea
demonstrarii teoremelor.

Definitie. Formula F in logica de gradul 1 se spune cé este in forma normala
Prenex, daca si numai dacad formula F este de forma

(Q1x1)...(Qnxn)(M),

unde fiecare (Qix;), i = 1, 2,..., n, reprezintd sau ( V%), sau (i), iar (M) este
formuld care nu contine cuantificatori. (Q1X1)...(QnXn) se numeste prefix, iar M —
matricea formulei F.

Iata cateva exemple de formule n forma normala Prenex:
(V) (7X)(P(x.y) A Q(Y)),

() (P(x y) =Q(y)),
() (VX)(F2)(QxY) =R (2)).
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Sa facem cunostintd cu o metoda de transformare a unei formule in forma
normald Prenex. Pentru aceasta trebuie sd cunoastem cateva formule de baza,
echivalente in logica de gradul 1. In afari de formulele echivalente din logica
booleand, care sunt adevarate si in logica de gradul 1, existd si alte perechi de
formule, care contin cuatificatori. Fie F o formula, care contine variabila libera X.
Pentru a sublinia, ca X intrd in F si este libera vom scrie F[X]. Fie G o formula,
care nu contine variabila X. Avem in acest caz urmatoarele perechi de formule
echivalente (aici Q este sau V'sau 3):

(QF[X] VG = (QX)(F[X] vG); (3.19a)
(QF[XIAG = (QX)(F[X]1G); (3.19b)
(WFIX) = () ((FIX) ); (3.20a)
(GIFDD) = (VX)((FIXD)). (3.20b)
(VFIXIA(P)HIX] = (P (FIXIAHIXD); (3:21q)
(FFIXIUB)HIX] = () (F[X] VHIX]); (3.21b)

Demonstrarea relatiilor (3.19a) — (3.21b) este data ca exercitiu.

Subliniem ca@ repartizarea cuantificatorului ¥ poate fi facuta doar pentru
conectorul A, ca si repartizarea cuantificatorului 7 poate fi facutd doar pentru
conectorul v, adica trebuie sa avem 1n vedere ca:

(VFIX]UVHIX] = (VX)(FIX]VH[X]);
(F)FIXIA(B)HIX] # (K)(FIX]AH[X]).

In cazuri asemanitoare vom proceda in mod special. Deoarece fiecare
variabild legata intr-o formula poate fi considerata doar ca locul in care poate fi
introdusa oricare altd variabild, orice variabild legatd x poate fi redenumita in z si
formula (V)H[x] va trece in ( ¥2)H[z], adica ( ¥X)H[x] = ( v2)H[z]. Presupunem,
ca alegem variabila z, care nu este in F[x]. Atunci avem
(VFIXI A P)H[X] = (V)F[X] | v2)H[z] = (v)(v2)(FIX]vH[z)).

in mod analogic putem scrie

(F)FIXIA(F)HIX] = (K)FIX]A(F)HI[Z] = (F)(F2)(FIX]AH[Z]).

In caz general:

(QIFIX] UQ2x)H[X] = (Qux)(Q22)(F[x]vH[z]), (3.22a)
(Qax)F[X]A(Qax)H[X] = (Qax)(Qaz)(F[x]H[z]) (3.22b)

unde Q1, Qz, Qs, si Q4 sunt ¥sau 7, iar z nu intrd in F(x). Evident, daca Q1 = Q2
= Fsi Q3 = Q4 = V] variabila X nu va fi schimbati in z, ci vor fi utilizate direct
relatiile (3.21a) si (3.21b).
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Folosind relatiile (3.4 — 3.12) si (3.19 — 3.22), orice formula poate fi adusa la
forma normald Prenex confrom algoritmului de mai jos:

1°. Elimindm conectorii «»si — folosind relatiile

F ¢ G = (F5G)A(G—F),
(F-G) = F\G,

2°. Folosim principiul involutiei, legile De Morgan si

(Y)F[xD) = () (FIXD)
(@)FDX) = (v%) (FIx]),

pentru a introduce semnul negatiei in interiorul formulei.
39, Redenumim variabilele legate la necesitate.
49, Folosim legile (3.19 — 3.22) pentru a scoate cuantificatorii la inceputul formulei.

Exemplul 3.19.

Exemplul 3.20.

Sa se determine forma normala Prenex a formulei

(V)P(X) = (H)Q(X).
Rezolvare.
(VP(X) = (H)Q(X) = (V)P(X) v(H)Q(X)  conform relatiei
(F=G) = F \G,

= () (P[x]) v(H)Q(X)  conform relatiei
(MFDX) = (3) (FIXD) ,

= (F)((P[x]) vQ(X)) conform relatiei
(3.21b). <
Sa se determine forma normald Prenex a  formulei
(V)(P((F2)P(x,2)4 P(y,2)) = (FU)Q(X.y,u)).
Rezolvare.
(V) (P((F2)P(x,2)A P(y,2))—> (FQ(xy,u))
(7P ((E)P(x,2) AP(y,2))) v (F)Q(xy,u)) =
= (W(H(D(PK2) vP(y,2) v (FWQXY.u)
()7 (A)(P(x,2) vP(y,2) vQxy,u). <

3.8.4. Aplicatii ale logicii de ordinul unu

logicii de ordinul unu in rezolvarea unor probleme simple. Ca si in cazul logicii
enunfurilor, va trebui sd scriem mai intdi problemele prin formule, apoi sa
demonstram, ca formula este identic adevarata sau contradictorie.

Exemplul 3.21.

Fie exemplul de la inceputul lui 3.8. Sunt date doud axiome
A1 (V&)(OM(x)—MURITOR(x)),
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Exemplul 3.22.

Az: (OM(Confucius)).

Sa se demonstreze ca MURITOR(Confucius) este consecinta logica a
premiselor A1 si Az.

Rezolvare. Avem A1 A A2 (Vx)(OM(x)—>MURITOR(x)) A
(OM(Confucius)). Daca A1 A Az are valoarea de adevar T intr-0
interpretare oarecare |, atunci ambele formule sunt adevarate in I.
Deoarece (OM(x)—MURITOR(x)) este adevarata pentru orice X,
atunci cand inlocuim X prin Confucius formula
(OM{(Confucius)—MURITOR(Confucius)) este la fel adevaratd in I,
adica (OM(Confucius) VMURITOR(Confucius) este adevarata in |I.
Reiese ca MURITOR(Confucius) trebuie sa fie adevarati in |, ceea ce
conform definitiei inseamna cd MURITOR(Confucius) este consecintd
a premiselor initiale A1 A Az. €

Nici un vanzator de automobile de ocazie nu cumpara astfel de masini
pentru familia sa. Unele persoane, care cumpara masini de ocazie
pentru familiile lor sunt absolut necinstiti. Putem considera ca unii
oameni absolut necinstiti nu sunt vanzatori de masini de ocazie?

Rezolvare. Notam prin U(X) — persoana X este vanzator de
automobile de ocazie,
B(x) — persoana x a cumparat automobil de ocazie pentru
familia sa,
D(x) - persoana x este absolut necinstita.
Avem 1n acest caz:

Av: (V)(U(x)— B(x) ),

Az () (B(X)AD(x)).

Trebuie sd demonstram, ca

As: (F)(DX)A U(X))

este consecinta logica a premiselor A1 si Az.
Presupunem, ca A1 si A2 sunt adevarate in interpretarea | cu domeniul

E. Deoarece A; este adevarati in |, exista un element X din E, pe care il
notam prin a, astfel incit B(a)AD(a) este adevarata in |. Reiese ca B(a)

este adevdratd in |, adicd B(a) este falsd in |. A1 poate fi transcrisad
astfel:

Ar: (VX)(U(X) vB(X) ).
Deoarece A1 este adeviratd in |, iar B(a) este falsd in 1, U(a) trebuie
sa fie adevarata in |. Insd, deoarece B(a)AD(a) este adevirati in |,
adevirati in | este si D(a). Deci, D(a) U(a) este adevarata in I. Astfel
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Exemplul 3.23.

in exempl

As, adicd As : (F)(D(X)AU(X)), este adevarata in | sau As este
consecintd logicd a formulelor A1 si A2. €

Unii pacienti isi iubesc medicii. Nici un pacient nu-i iubeste pe
vraciuitori. Putem oare concluziona, cd nici un medic nu este
vraciuitor?
Rezolvare. Notam: P(x) : X este pacient,

D(x) : x este doctor,

Q) : X este vracuitor,

L(x,y): x il iubeste pe y.

Datele initiale si concluzia pot fi reprezentate simbolic dupd cum
urmeaza:

Fu i () PO)AT)(Dr)—L(x.y)).

Fo 0 (V) (Px)—(79)(Q()— L(xy))),

G : (")(D(x)— Q(x)).
Trebuie sa ardtam, ca G este consecinta logica a F1 si Fa.
Fie | o interpretare arbitrara cu domeniul obiectiv D. Presupunem ca F1 si
F2 sunt adevarate in |. Deoarece Fi, adica (FK)(P(X)A( ) (D(v)—L(x.»))),
este adevaratd in I, In D existd un element, notat aici prin e, pentru care

(PEA(YW)(D(B)—L(ey))) este adevarata in |. Asta inseamna, ca atét
(P(e), cat si (V9)(D(y)—L(ey))) sunt adevarate in |. Pe de altd parte,

deoarece (P(x)—(V))(Q(y)— L(x,y))) este adevarata in | pentru toate
elementele x din D, evident si (P(e)—(¥)(0()— L(e,y))) este adeviratd
in I. Deoarece P(e) este adevaratd in |, si (P(e)—(Y1)(Q()— LEy)))
trebuie sa fie adevarata in |. Drept rezultat avem, ca pentru orice element y
din D, atat (D(y)—L(x,y)), cat si (O(y)— L(e.y))) sunt adevarate in |. Daci
D(y) este falsd in I, atunci (D(»)— Q(y)) este adevaratd in I. Daca D(y)

este adevarata in |, atunci L(e,y) trebuie sa fie adevarata in |, deoarece
(D(y)—L(e,y)) este adevarata in |. In rezultat, Q(y) trebuie sa fie falsa in I,

decarece (O(»)—L(ey)) este adevirati in |. Deci, (D()— Q(y)) este

adevarata in |. Din aceastd cauza (D(y)— Q(y) ) este adevarata pentru orice

y din D, adica (3)(D(y)— Q(y)) este adevarata in |. Am demonstrat in

asa mod, ci daci F1 si F2 sunt adevarate in 1, atunci (v4)(D()— Q(y))
este adevarata in |, adica G este consecinta logicd a F1 si F2. «

ele precedente am ardtat cum consecintele pot reiesi din fapte

concrete. Argumentarea faptului, cd o consecinta reiese din axiome (premise) se
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numeste demonstrare. Procesul de determinare a demonstratiei se numeste
procedura demonstratiei.

3.9. Logica fuzzy

Logica fuzzy a devenit astizi o tehnologie extrem de utild. Aceasta se
datoreaza in mare parte asemanarii foarte mari cu procesul de luare a deciziilor
de catre factorii umani, care pot adopta decizii exacte in baza unor informatii
aproximative.

Spre deosebire de metodele obisnuite, care implicd utilizarea unor relatii
matematice exacte pentru descrierea modelelor comportamentului real al
sistemelor, metodele logicii fuzzy ofera posibilitatea construirii unei punti intre
limbajului natural, care poate contine multe ambiguitati si logica matematica.
Logica fuzzy pune la dispozitie o metoda intuitiva pentru specificarea sistemelor
in termeni obignuiti omenesti permitdnd automatizarea transformarii acestor
specificatii in modele eficiente.

Non-Fuzzy Fuzzy
1.0 —
Grad de Relativ inalt
adevar; (0.9)
i saRelativ
0.0 e A scund (0.2)
Inalime

Fig.3.4. Relatia Fuzzy - Non-Fuzzy

Primele aplicatii ale logicii fuzzy au fost in industrie. in 1987 in orasul
japonez Sendai a fost deschis primul metrou comandat de logica fuzzy:
controlerele, construite in baza logicii fuzzy sporesc confortul calatoriilor in
metrou, deoarece pornirea si oprirea trenurilor este mult mai lind. Dar cel mai
important este cd toatd comanda unui tren se reduce la apdsarea butonului
Hotart”! Logica fuzzy este pe larg utilizatd in domeniul lifturilor, micsorand
timpul de asteptare, in domeniul masinilor de spdlat sau a cuptoarelor cu
microunde, sporind satisfactia gospodinelor.

75



Bazele logicii fuzzy au fost puse in 1965 de Lotfi A. Zadeh, profesor de
informatica la Universitatea Berkeley din California, prin introducerea notiunii
de multimi fuzzy (v. capitolul 2). L.Zadeh a motivat urmatoarele caracteristici
obligatorii ale logicii fuzzy:

e in logica fuzzy rationamentele exacte sunt considerate caz particular al

rationamentelor aproximative;

e in logica fuzzy totul depinde de gradul de apartenenta;

e orice sistem logic poate fi fuzzy-ficat;

e in logica fuzzy cunostintele sunt interpretate ca un set de restrictii flexibile (vagi)

peste 0 multime de variabile;

e procesul de elaborare a unei concluzii logice este considerat un proces de

extindere a restrictiilor flexibile.

Logica booleani este in acest caz o submultime a logicii fuzzy. in afara celor
doud valori de adevar FALS si ADEVARAT sunt introduse valori intermediare
(fuzzy), cum ar fi PROBABIL FALS, POSIBIL, PROBABIL ADEVARAT.
Operatia de trecere de la valori concrete numerice din domeniul de cercetare la
aceste valori fuzzy se numeste fuzzyficare, iar operatia inversa — defuzzyficare.
Valorile de adevar ale unei functii fuzzy, ca si valorile argumentelor, sunt de tipul
FALS, PROBABIL FALS, POSIBIL, PROBABIL ADEVARAT si ADEVARAT. De
la FALS la ADEVARAT pot fi si alte valori intermediare. Calcularea valorii de
adevar a functiei fuzzy se produce conform unor reguli, legate de domeniul de
cercetare, reguli generate de legititile domeniului, cunostintele unor experti,
intuitie sau anumiti factori obiectivi si chiar subiectivi.

Exemplul care urmeaza [6] descrie posibilitatea utilizarii logicii fuzzy in
proiectarea controlerului unui semafor inteligent. Controlerul are ca functie
modificarea valorii curente a duratei ciclului de comutare a culorilor in
dependenta de intensitatea traficului (fluxului de automobile).

Intr-un semafor standard durata ciclului de comutare a unei culori este
constantd, ceea ce nu poate fi optimal. Ideal ar fi ca durata ciclului de comutare
sd varieze 1n asa mod, incat intr-o unitate de timp ,,pe verde” sa poatd trece cit
mai multe automobile, iar “pe rosu” si astepte cit mai putine. Elaborarea
matematicd a modelului unui atare sistem in cadrul logicii obisnuite este o
problema foarte dificila. Logica fuzzy este de un ajutor esential in acest caz.

Schema unei intersectii este reprezentatd in fig.3.5. La cele 4 semafoare
traditionale sunt addugate opt contoare c1 — 8, repartizate conform schemei.

Contoarele plasate mai aproape de semafor (contoarele cu numerele pare) duc
evidenta automobilelor, care au trecut intersectia pe perioada unui ciclu, iar
contoarele cu numerele impare calculeazd numarul de automobile, care se
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indreapta spre semafor. Numarul de automobile, care se afla inaintea semaforului
este determinat de diferenta celor doud contoare. De exemplu, numarul de
automobile din fata semaforului strazii ,,Sud” este egal cu c3-c4. Distanta D
dintre doud contoare permite calcularea densitatii critice (densitatea maximala,
permisa pentru asteptare in caz de situatie apropiata de saturatie). In acest scop se
va calcula numarul de unitati de transport pentru ambele sensuri (Nord-Sud sau
Vest-Est) de deplasare, iar suma se va imparti la 2D. Pentru directia Est-Vest
vom avea [(c1-c2)+(c5-c6)]/(2D).

N

D

Fig.3.5. Schema unei intersectii

Procesul de decizie fuzzy presupune executarea urmatorilor trei pasi:

1°. Fuzzyficarea. Trebuie sa determinam intrarile si iegirile proiectului. Fie ca
culoarea rogie este pentru strazile Nord si Sud, distanta D este constanta, iar
intrarile modelului sunt

1) Durata ciclului de comutare a culorii,

2) Numarul de automobile in fata semafoarelor pe rosu,

3) Numarul de automobile in fata semafoarelor pe verde.

Prin numarul de automobile in fata semafoarelor intelegem numarul maxim
de automobile in ambele directii.
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Prin iesirea sistemului vom intelege probabilitatea schimbarii valorii curente
a duratei ciclului de comutare — p.

Vom exprima in termeni matematici situatiile posibile, adicd vom pune in
corespondentd diapazoanelor posibile ale duratei ciclului si ale numarului de
automobile valori fuzzy - nivele. Pentru intrarile 1 si 2 prin valoare nuld (durata
nuld a ciclului sau numar nul de automobile) vom considera cazul, cand valoarea
duratei ciclului este Intre 0 si 2 unitati de timp sau exista de la O pana la doua
unitati de transport, adica nul — (0, 2). Analogic jos — (1, 7), mediu — (4, 11),
inalt — (7, 18) si haos — (14, 20). De la nul pana la haos functiile de apartenenta
acopera cinci diapazoane.

Analogic pentru intrarea 3: nivel relativ scurt — de la 0 pana la 15
automobile, scurt — (10, 35), mediu — (18, 60), lung — (35, 88), foarte lung —
(65, 100) si marginit — (85, 100). Functia de apartenentd acopera 6 diapazoane.

Valorile iesirii (probabilitatea schimbarii valorii curente a ciclului de
comutare - pc), asociate nivelelor vor fi: nu — 0, probabil nu — 0.25, posibil —
0.5, probabil da — 0.75 si da — 1.0, cinci valori pentru cinci nivele. Observam,
ca pentru iesire o valoare este asociatd unui singur nivel si nu unui diapazon de
valori.

2°. Elaborarea semnalului fuzzy de comandd. Regulile de calculare a
gradului de apartenentd pot fi formulate utilizdnd o serie de afirmatii logice de
tipul DACA-ATUNCI, unite cu ajutorul conectorilor SI-SAU. De exemplu: DACA
durata ciclului este medie SI numdrul de automobile pe rosu este jos SI numarul
de automobile pe verde este mediu, ATUNCI modificarea valorii duratei ciclului
— probabil nu. Pentru cazul nostru (3 intrari cu 5, 5 si 6 diapazoane pentru
functiile de apartenentd) sunt posibile 150 de combinatii. Studiind mai atent
problema, folosind criterii speciale, numarul de combinatii, care prezintd interes
poate fi micsorat. La acest pas se va obtine valoarea functiei de apartenenta
pentru fiecare dintre cele 5 valori posibile ale iesirii.

3°. Defuzzyficarea. Procesul de defuzzyficare transforma iesirea fuzzy intr-o0
valoare concretd non-fuzzy. Decizia finald (se va comuta sau nu culoarea
semaforului) va fi luatd in dependentda de valoarea non-fuzzy a variabile p.. De
exemplu daca valoarea calculatd (care depinde de metoda adoptatd pentru
defuzzyficare) este mai mare ca 0,5, atunci culoarea va fi comutata, in caz contrar
— nu. Prezentdm mai jos o formuld de dificultate medie de calculare a valorii
numerice a variabilei p:

pe= 2(f, *val(po2)) /3 1, .
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in care f , este valoarea functiei de apartenentd, calculatd la pasul precedent

pentru fiecare din nivelurile iesirii, iar val(poz) — valoarea respectiva precisa din
relatia ,,nivel — valoare a iesirii”.

De exemplu, daca dupa calcularea valorilor functiei de apartenentd conform
regulilor de mai sus obtinem tabelul urmator

Valoarea fuzzy a iesirii Valoarea fa
Nu se va schimba 0,1
Probabil nu 0,3
Posibil 0,9
Probabil da 0,6
Da 0,0

atunci valoarea precisa a iesirii va fi
p.=(0,1*0+0,3*0,25+0,9*0,5+0,6*0,75+0.0*1.0)/(0,1+0,3+0,9+0,6+0,0)=0,513,
si decizia este culoarea va fi comutatd.

Acest semafor a fost testat pentru 7 tipuri de trafic (de la trafic foarte slab
péani la foarte intens). In conformitate cu aceste conditii de trafic au fost alese la
intamplare 35 de densitati ale automobilelor si ordonate in dependentd de
perioada zilei. Acelasi lucru s-a facut si pentru un semafor obisnuit si un expert in
reglarea circulatiei. Pentru comparare in calitate de criterii a fost luat numarul de
automobile, cdrora a fost permisa trecerea si timpul mediu de asteptare. A fost
elaborat un indice de performanta, care maximizeaza traficul si minimizeaza
timpul mediu de asteptare.

Rezultatele compardrii celor trei tipuri de reglare a traficului sunt prezentate in
figura 3.6. Din aceste grafice poate fi facutd urmatoarea concluzie: controlerul
fuzzy a permis trecerea unui numar de automobile cu 31% mai mare si cu timpul
mediu de asteptare cu 5% mai mic decat un semafor obignuit. Eficienta a fost mai
mare cu 71%, ceea ce era de asteptat. Chiar si in comparatie cu un operator uman
controlerul fuzzy a permis trecerea a unui numar mai mare de automobile (plus
14%), cu valoarea timpului mediu de asteptare mai micd si cu indicile de
performantd cu 36% mai inalt.

Logica fuzzy permite crearea unor masini-automate mai performante, care
sporesc nivelul de trai al omului.
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Fig.3.6. Compararea indicilor de performanta
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3.10. Exercitii si probleme

3.1. Construiti tabelele de adevar, determinati formele canonice disjunctiva si
conjunctiva, stabiliti forma minima si implementati in bazele “SI-NU”, “SAU-
NU” functiile logice:

yi= (6%, ® X X,) v (%X, = %,%,)) T (X, | X,) ~ (X, v X,))

y2= (XX, v XX, © (XX T %,%,)) = (%, [ X,) v (X, ~ Xy))

ya= (XX, = XX, ) © (%5 T X, %)) v (%, ~ X)) v (X, | X3))

3.2. Intr-o cladire cu n etaje exista m lifturi, comandate la fiecare etaj cu ajutorul
unui singur buton. Sa se determine functia logica a butonului unui etaj dat, care
avand la intrare starea lifturilor, va apela cel mai apropiat lift liber. Sa se
construiasca circuitul logic atasat butonului unui etaj oarecare pentru n=20 si
m=>5,

3.3. Elaborati circuitul logic, care va vizualiza pe un dispozitiv cu 7 elemente -
cristale lichide (exemplul unui ceas electronic) cifrele de la 0 la 9, prezentate in
cod binar.

3.4. Exprimati in termeni ai multimilor fuzzy situatia ,temperatura intr-o sala de
studiu”

a) din punctul de vedere al studentilor ®,
b) din punctul de vedere al administratiei facultatii ©.

3.5. Cum poate fi exprimatd notiunea ,persoand tdnara” in cadrul multimilor

fuzzy?

3.6. Elaborati modelul matematic al procesului ,,examen” — obtinerea notei de
examinare in dependentd de nivelul cunostintelor, dificultatea cursului, strictetea
profesorului.
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4. GRAFURI

Anul 1736 este considerat pe bund dreptate de inceput pentru teoria
grafurilor. In acel an L.Euler a rezolvat problema despre podurile din
Konigsberg, stabilind criteriul de existentd in grafuri a unui circuit special,
denumit astazi ciclu Euler. Acestui rezultat i-a fost harazit sa fie mai bine de un
secol unicul in teoria grafurilor. Doar la jumatatea secolului XIX inginerul
G.Kirchof a elaborat teoria arborilor pentru cercetarea circuitelor electrice, iar
matematicianul A.Caly a rezolvat problema enumerarii pentru trei tipuri de
arbori. In aceeasi perioada apare si cunoscuta problemi despre patru culori.

Avandu-si inceputurile in rezolvarea unor jocuri distractive (problema calului
de sah si reginelor, "cdlatoriei in jurul Pamantului" despre nunti si haremuri,
etc.), astazi teoria grafurilor s-a transformat intr-un aparat simplu si accesibil,
care permite rezolvarea unui cerc larg de probleme. Grafuri intdlnim practic peste
tot. Sub forma de grafuri pot fi reprezentate sisteme de drumuri si circuite
electrice, harti geografice si molecule chimice, relatii dintre oameni si grupuri de
oament.

Foarte fertile au fost pentru teoria grafurilor ultimele trei decenii, ceea ce a
fost cauzat de cresterea spectaculoasa a domeniilor de aplicatii. In termeni grafo-
teoretici pot fi formulate o multime de probleme legate de obiecte discrete. Astfel
de probleme apar la proiectarea circuitelor integrate si sistemelor de comanda, la
cercetarea automatelor finite, circuitelor logice, schemelor-bloc ale programelor,
in economie §i statistica, chimie si biologie, teoria orarelor si optimizarea
discretd. Teoria grafurilor a devenit o parte componenta a aparatului matematic al
ciberneticii, limbajul matematicii discrete.

4.1. Notiuni generale

4.1.1. Definitia grafului

Se numeste graf, ansamblul format dintr-o multime finita X si o aplicatie F a
lui X in X. Se noteazd G = (X,F). Numarul elementelor multimii X determina
ordinul grafului finit. Dacd card X = n, graful G = (X,F) se numeste graf finit de
ordinul n. Elementele mul{imii X se numesc vdrfurile grafului. Geometric,
varfurile unui graf le reprezentam prin puncte sau cerculete. Perechea de varfuri
(X,y) se numeste arc; varful X se numeste originea sau extremitatea initiald a
arcului (xy), iar varful y se numeste extremitatea finald sau terminald. Un arc
(X,y) il reprezentam geometric printr-o sdgeata orientatd de la varful x la varful y.
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Dacd un varf nu este extremitatea nici unui arc el se numeste vdrf izolat, iar
daca este extremitatea a mai mult de doud arce - nod. Un arc pentru care
extremitatea initiald coincide cu cea finala se numeste bucla.

Arcele unui graf le mai notdm si cu Uy, U,..., iar multimea arcelor grafului o
notam cu U. Se observa ca multimea U a tuturor arcelor unui graf determina
complet aplicatia F, precum si reciproc, aplicatia F determind mulfimea U a
arcelor grafului. Un graf G poate fi dat fie prin ansamblul (X,F) fie prin
ansamblul (X,U).

Doua arce se zic adiacente daca sunt distincte si au o extremitate comuna.
Doua vdrfuri se zic adiacente daca sunt distincte si sunt unite printr-un arc.

Un arc (X,y) se spune ca este incident cu varful x spre exterior si este incident
cu varful y spre interior.

Fie G = (X,F) si X e X. Multimea tuturor arcelor incidente cu x spre exterior
(interior) se numeste semigradul exterior (interior) a lui X si se noteaza d*x (d_x).
Daca pentru un varf X, d*x=0 sau d_x=0 atunci el se numeste varf terminal

Intr-un graf G = (X,U) se numeste drum un sir de arce (Us,...,ux), astfel incat
extremitatea terminald a fiecarui arc U coincide cu extremitatea initiala a arcului
urmator Ui+1. Un drum care foloseste o singura data fiecare arc al sdu se numeste
drum simplu. Un drum care trece o singurd datd prin fiecare varf al sau se
numeste drum elementar. Lungimea unui drum este numarul de arce din care este
compus drumul.

uz us

Us
Us O
X2 / X5

Fig. 4.1. Exemplu de graf

Xe

Uz

Un drum elementar ce trece prin toate varfurile grafului se numeste drum
hamiltonian. Un drum simplu ce contine toate arcele grafului se numeste drum

83



eulerian. Un drum finit pentru care varful initial coincide cu varful terminal se
numeste circuit.

Graful obtinut din graful initial suprimand cel putin un varf al acestuia
precum si toate arcele incidente cu el se numeste subgraf. Graful obtinut
suprimand cel putin un arc se numeste graf partial.

Un graf se numeste complet daca oricare ar fi X si y din X exista un arc de la X
laysaudelaylax.

Un graf G = (X,F) se zice tare conex daca pentru orice X, y € X (x diferit de
y) existd un drum de la x la y sau ca oricare pereche de varfuri x, y cu x diferit de
y se afla pe un circuit.

Fie G = (X,F) si x € X. Multimea Cy formata din toate varfurile X; € X pentru
care existd un circuit ce trece prin X i X; se numeste componenta tare conexa a lui
G corespunzatoare varfului X.

Componentele tari conexe ale unui graf G = (X,F) constituie o partitie a lui X.
Notiunile introduse sunt valabile pentru grafurile orientate.

In cazul in care orientarea arcelor nu are nici o importanta graful se va numi
neorientat. Arcele se vor numi muchii, drumul - /any, circuitul - ciclu. La fel se
introduce notiunea de lant elementar si simplu, lant Euler si hamiltonian. Graful
tare conex se va humi conex.

Cele doua concepte de graf orientat si graf neorientat se pot sprijini in
practica unul pe altul. De la un graf orientat se poate trece la omologul sau
neorientat cand se abordeazd o problemd ce nu presupune orientarea si invers,
dacd se precizeaza orientarea.

Unui graf orientat simetric i se poate asocia un graf neorientat, legatura dintre
doua varfuri X si y realizatd de cele doua arce (X,y) si (y,X) de sensuri contrarii
inlocuindu-se cu muchia [x,y]. De asemenea un graf neorientat poate fi
identificat cu mai multe grafuri orientate inlocuind fiecare muchie cu doud arce
orientate Tn sens opus.

Fie G = (X,U) un graf neorientat si X € X. Se numeste gradul varfului X
numarul muchiilor care au o extremitate in varful X. Se noteaza g(x). Un varf este
izolat daca g(x) = 0.

4.1.2. Numar cociclomatic si numar ciclomatic

Fie G = (X,F) un graf neorientat cu n varfuri, m muchii si p componente
conexe. Numim numar cociclomatic asociat grafului G numarul
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r(G)=n-p
iar numarul ciclomatic numarul

s(G)=m-r(G)=m-n+p.

Se numeste multigraf un graf neorientat in care exista perechi de varfuri unite
prin mai multe muchii. Se numeste g - graf un multigraf pentru care numarul
maxim de muchii ce unesc doud varfuri este g.

Teorema.  Fie G = (X,U) un multigraf, iar G; = (X,U1) un multigraf obtinut
din G adaugand o muchie. Daca X, y € X si [x,y] este muchia care
se adauga la multimea muchiilor grafului G, atunci:

(1) daca x =y sau X si y sunt unite printr-un lant
r(Gy) = r(G), s(G1) =s(G) + 1
(2) in caz contrar

r(Gy) =r(G) + 1, s(G1) = s(G).
Demonstratia este evidenta.
Consecinta. Numerele cociclomatic si ciclomatic sunt nenegative.
4.1.3. Numair cromatic. Grafuri planare. Arbori

Un graf G = (X,U) se zice ca este graf p-cromatic daca varfurile Iui se pot
colora cu p-culori distincte astfel ca doud varfuri adiacente sa nu fie de aceeasi
culoare. Cel mai mic numar intreg si pozitiv pentru care graful este p-cromatic se
numeste numdr cromatic.

X4

. O

O*

Fig. 4.2. Exemplu de arbore

Un graf se zice ca este planar dacé poate fi reprezentat pe un plan astfel ca
doud muchii sa nu aiba puncte comune in afard de extremitatile lor. Un graf
planar determina regiuni numite fefe. O fata este o regiune marginita de muchii si

85



care nu are 1n interior nici varfuri, nici muchii. Conturul unei fete este format din
muchiile care o marginesc. Doud fete sunt adiacente daca contururile au 0 muchie
comuna. S-a demonstrat ca numarul cromatic al unui graf planar este patru.

Cu privire la numarul cromatic s-a demonstrat urmatoarea

Teorema (Konig). Un graf este bicromatic daca si numai daca nu are cicluri de
lungime impara.

Se numeste arbore oricare graf conex fara bucle si cicluri.

Se numeste arborescentd un graf orientat farad circuite astfel ca sa existe un
varf si numai unul care nu e precedat de nici un alt varf (radacina) si orice alt varf
sd fie precedat de un singur varf.

4.2.  Metode de reprezentare a grafului

Exista trei metode de baza de definire a unui graf:
1. Matricea de incidenta;
2. Matricea de adiacenta;
3. Lista de adiacenta (incidenta).

Vom face cunostinta cu fiecare dintre aceste metode.

4.2.1. Matricea de incidenta

Este 0 matrice de tipul mxn, in care m este numarul de muchii sau arce
(pentru un graf orientat), iar n este numarul varfurilor. La intersectia liniei i cu
coloana j se vor considera valori de 0 sau 1 in conformitate cu urmatoarea regula:

e 1 - daca muchia i este incidentd cu varful j (daca arcul i "intra" in
varful j in cazul unui graf orientat);

e 0 - daca muchia (arcul) i si varful j nu sunt incidente;

e -1 -numai pentru grafuri orientate, daca arcul i "iese" din varful j.

X1 X2 X3 X4 X5 Xe X7
Uz -1 0 1 0 0 0 0
Uz -1 0 0 1 0 0 0
us 0 0 0 -1 0 0 1
Uy 0 0 -1 0 0 0 1
Us 0 -1 1 0 0 0 0
Us 0 -1 0 0 1 0 0
Uz 0 -1 0 0 0 1 0
Ug 0 0 -1 0 0 1 0

Fig. 4.3. Exemplu de matrice de incidenta (v.fig.1)
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Este usor de observat ca aceasta metoda este de o eficacitate micad in sensul
utilizarii memoriei calculatorului: fiecare linie contine doar doua elemente
diferite de zero (o muchie poate fi incidentd cu nu mai mult de doua varfuri).

In limbajul Pascal matricea de incidenti poate fi redati printr-un tablou
bidimensional mxn:

Matr_Incd: array [1..LinksCount, 1..TopsCount] of integer;

4.2.2. Matricea de adiacenta

Este o matrice patratd nxn, aici n este numarul de vérfuri. Fiecare element
poate fi 0, dacd varfurile respective nu sunt adiacente, sau 1, in caz contrar.
Pentru un graf fara bucle putem observa urmatoarele:

e diagonala principala este formatd numai din zerouri;

e pentru grafuri neorientate matricea este simetrica fatd de diagonala
principala.

X3 X4

X1
X2
X3
X4
X5
Xe
X7

OOOOOOOZS
OO0 O0O0OoX
OO OO OkrkF
[eNeNelolNoll
OO OO0OOrOoOX
OCO0OO0OORrEFkOoOXx
COoOOoORrFrOoOOoO|Xx

0

Fig. 4.4. Exemplu de matrice de adiacenta (v.fig.1)

in limbajul Pascal matricea de adiacenti poate fi reprezentati in modul
urmator:

Matr_Ad :array [1..TopsCount,1..TopsCount] of byte,
sau

Matr_Ad :array [1..TopsCount,1..TopsCount] of boolean;

Dupé cum este lesne de observat si in acest caz memoria calculatorului este
utilizatd nu prea eficace din care cauza matricea de adiacentd ca si matricea de
incidenta se vor utiliza de obicei doar in cazul in care se va rezolva o problema
concreta pentru care reprezentarea grafului in aceasta forma aduce unele facilitati
algoritmului respectiv.

Pentru pastrarea grafurilor in memoria calculatorului (in deosebi, memoria
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4.2.3. Lista de adiacenta si lista de incidenta

Lista de adiacenta este o listd cu n linii (dupa numarul de varfuri n), in linia
cu numdrul i vor fi scrise numerele varfurilor adiacente cu varful i.

Lista de incidenta se defineste in mod analogic cu deosebirea ca in linia i vor
fi scrise numerele muchiilor (arcelor) incidente cu varful i.

Reprezentarea grafurilor prin intermediul acestor liste permite utilizarea mai
eficace a memoriei calculatorului, insa aceste forme sunt mai complicate atat in
realizare, cat si in timpul procesarii. Pentru a lua in consideratie lungimea
variabila a liniilor vor fi utilizate variabile dinamice si pointeri.

Vom exemplifica pentru un graf cu n varfuri. Deoarece fiecare element al
listei contine numere de varfuri este evident sd considerdm ca vom avea un gir de
variabile dinamice de tip INTEGER care se vor afla in relatia respectiva de
precedare (succedare). Aceasta relatie se va realiza prin pointeri, uniti Iimpreuna
cu variabila de tip intreg in inregistrarea (Pascal: record). Pentru a pastra
indicatorii de intrare in aceste siruri se va folosi un tablou unidimensional de
indicatori de lungime n. in calitate de simbol de terminare a sirului se va utiliza
un simbol care nu a fost folosit la numeratia varfurilor (de exemplu 0), care va fi
introdus in calitate de variabild de tip intreg al ultimului bloc.

De exemplu, lista de adiacenta (fig.1.1):
1-3,4,0

o

6
, 7,0

va avea reprezentare interna din fig.4.5.

213 5 6 0
|

variabile dinamice (pointer si variabila de tip intreg)
masiv de indicatori

Fig. 4.5. Reprezentarea interna a listei de adiacenta
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Va fi necesar de realizat urmatoarea declaratie:

Type
BlockPtr = “BlockType;
BlockType = record;
Number : integer;
Point : BlockPtr;
end;

Var In_Ptr :array [1..TopsCount] of BlockPtr;

Lista de adiacenta (si realizarea reprezentarii interne) se va implementa cu
ajutorul procedurii New(BlockPtr_Type_ Variable), in care
BlockPtr_Type_Variable este o variabila de tip BlockPtr.

4.3. Structuri de date
43.1. Liste

Fiecare tip de listd defineste o multime de siruri finite de elemente de tipul
declarat. Numarul de elemente care se numeste lungimea listei poate varia pentru
diferite liste de acelasi tip. Lista care nu contine nici un element se va numi vida.
Pentru lista sunt definite notiunile inceputul, sfarsitul listei si respectiv primul §i
ultimul element, de asemenea elementul curent ca si predecesorul si succesorul
elementului curent. Element curent se numeste acel unic element care este
accesibil la momentul dat.

4.3.2. Fire de asteptare

Firele de asteptare (FA, rand, coada, sir de asteptare) se vor folosi pentru a
realiza algoritmul de prelucrare a elementelor listei in conformitate cu care
elementele vor fi eliminate din listd in ordinea in care au fost incluse in ea
(primul sosit - primul servit).

Operatiile de baza cu firele de asteptare:
e Formarea unui FA vid;
e Verificare daca FA nu este vid;
e Alegerea primului element cu eliminarea lui din FA;
e Introducerea unei valori noi in calitate de ultim element al FA.

4.3.3. Stive

Stiva se utilizeaza pentru a realiza algoritmul de prelucrare a elementelor
dupa principiul "ultimul sosit - primul prelucrat” (LIFO).

Operatiile de baza cu stivele sunt urmatoarele:
e  Formarea unei stive vide;
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e  Verificare la vid;
e  Alegerea elementului din topul stivei cu sau fara eliminare;
e Introducerea unui element nou in topul stivei.

4.3.4. Arbori

Se va defini o multime de structuri fiecare din care va consta dintr-un obiect
de baza numit vdarf'sau raddcina arborelui dat si o listd de elemente din multimea
definita, care (elementele) se vor numi subarbori ai arborelui dat. Arborele
pentru care lista subarborilor este vida se va numi arbore trivial, iar radacina lui -
frunza.

Rédacina arborelui se va numi tatdl varfurilor care servesc drept radacini
pentru subarbori; aceste varfuri se vor mai numi copiii radacinii arborelui:
radacina primului subarbore se va numi fiul cel mai mare, iar radacina fiecarui
subarbore urmator in listd se va numi frate.

Operatiile de baza pentru arbori vor fi:
e  Formarea unui arbore trivial;
e  Alegerea sau inlocuirea radacinii arborelui;
e  Alegerea sau inlocuirea listei radécinilor subarborilor;
e  Operatiile de baza care sunt valabile pentru liste.

4.4.  Algoritmi pe grafuri

4.4.1. Cautare in adancime

La cautarea in adancime (parcurgerea unui graf in sens direct, in preordine)
varfurile grafului vor fi vizitate in conformitate cu urmatoarea procedura
recursiva: mai intdi va fi vizitata rdaddcina arborelui q, apoi, daca raddcina
arborelui nu este frunza - pentru fiecare fiu p al raddcinii ¢ ne vom adresa
recursiv procedurii de parcurgere in addancime pentru a vizita varfurile tuturor
subarborilor cu raddcina p ordonate ca fii ai lui q.

in cazul utilizarii unei stive pentru pastrarea drumului curent pe arbore, drum
care incepe din radicina arborelui si se termina cu varful vizitat iIn momentul dat,
poate fi realizat un algoritm nerecursiv de forma:
Viziteaza radacina arborelui si introdu-o in stiva vida S;
WHILE stiva S nu este vida DO
BEGIN
fie p - varful din topul stivei S;
IF fiii varfului p Tnca nu au fost vizitati
THEN viziteaza fiul mai mare al lui p si introduce-l Tn S
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ELSE BEGIN
elimina varful p din stiva S
IF p are frati THEN viziteaza pe fratele Iui p si
introduce-l in stiva S
END
END

Acest algoritm poate fi modificat pentru a putea fi utilizat la parcurgerea
tuturor varfurilor unui graf arbitrar. In algoritmul de mai jos se va presupune ci
este stabilitd o relatie de ordine pe multimea tuturor varfurilor grafului, iar
multimea varfurilor adiacente cu un varf arbitrar al grafului este de asemenea
ordonata:

WHILE va exista cel putin un varf care nu a fost vizitat DO
BEGIN
fie p - primul din varfurile nevizitate;
viziteaza varful p si introduce-| in stiva vida S;
WHILE stiva S nu este vida DO
BEGIN
fie p - varful din topul stivei S;
IF m varfuri ale lui p sunt varfuri adiacente
nevizitate
THEN BEGIN
fie z primul varf nevizitat din varfurile
adiacente cu p;
parcurge muchia (p,z), viziteaza varful
Z si introduce-l in stiva S;
END
ELSE elimina varful p din stiva S
END
END

In cazul 1n care se va lucra cu un graf conex arbitrar cu relatia de ordine lipsa,
nu va mai avea importantd ordinea de parcurgere a varfurilor. Propunem un
efectiv in sensul diminuarii timpului de calcul necesar. De exemplu, acest
algoritm 1n varianta recursiva este pe larg utilizat in programele de selectare
globala in subdirectori (cazul programelor antivirus).

Introdu in stiva varful initial si marcheaza-I;
WHILE stiva nu este vida DO
BEGIN
extrage un varf din stiva;
IF exista varfuri nemarcate adiacente cu varful extras
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THEN marcheaza-le si introduce-le in stiva;
END

4.4.2. Algoritmul de cautare in largime

Parcurgerea grafului in largime, ca §i parcurgerea in adancime, va garanta
vizitarea fiecarui varf al grafului exact o singura data, insa principiul va fi altul.
Dupa vizitarea varfului initial, de la care va incepe cautarea in largime, vor fi
vizitate toate varfurile adiacente cu varful dat, apoi toate varfurile adiacente cu
aceste ultime varfuri s.a.m.d. pana vor fi vizitate toate varfurile grafului. Evident,
este necesar ca graful sa fie conex. Aceastd modalitate de parcurgere a grafului
(in largime sau postordine), care mai este adesea numitd parcurgere in ordine
orizontala, realizeaza parcurgerea varfurilor de la stanga la dreapta, nivel dupa
nivel.

Algoritmul de mai jos realizeaza parcurgerea in largime cu ajutorul a doua
fire de asteptare O si Oa.

Se vor forma doua fire de asteptare vide O; si Og;

Introduce radéacina in FA Og;

While cel putin unul din firele de asteptare O; sau O nu va fi vid do
If O1 nu este vid then

begin
fie p varful din topul FA Og;
viziteaza varful p eliminandu-| din Ox;
viziteaza pe toti fiii lui p In FA O, incepand cu cel
mai mare;

END

ELSE
in calitate de O se va lua FA O, care nu este vid,
iar in calitate de O se va lua FA vid Oq;

Vom nota cd procedura parcurgerii grafului in largime permite sa realizdm
arborele de cautare si In acelasi timp sd construim acest arbore. Cu alte cuvinte,
se va rezolva problema determinarii unei rezolvari sub forma vectorului (ai,
ay,...) de lungime necunoscutd, dacd este cunoscut ca existd o rezolvare finitd a
problemei.

Algoritmul pentru cazul general este analogic cu cel pentru un graf in forma
de arbore cu o micd modificare care consta in aceea ca fiecare varf vizitat va fi
marcat pentru a exclude ciclarea algoritmului.
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Algoritmul parcurgerii grafului in largime:
Se vor defini doua FA O; si O vide;
Introdu varful initial in FA O si marcheaza-|;
WHILE FA Os nu este vid DO

BEGIN
viziteaza varful din topul FA O3 si elimina-I din FA;
IF exista varfuri nemarcate adiacente cu varful dat THEN
introdu-le in FA Ogy;

END

4.4.3. Graf de acoperire

Fie H un subgraf care contine toate varfurile unui graf arbitrar G. Daca pentru
fiecare componenta de conexitate a lui G subgraful H va defini un arbore atunci
H se va numi graf de acoperire (scheletul sau carcasd) grafului G. Este evident ca
graful de acoperire existd pentru oricare graf: eliminind ciclurile din fiecare
componentd de conexitate, adicd elimindnd muchiile care sunt in plus, vom
ajunge la graful de acoperire.

Se numeste graf aciclic orice graf care nu contine cicluri. Pentru un graf

arbitrar G cu n varfuri si m muchii sunt echivalente urmatoarele afirmatii:

G este arbore;

G este un graf conex sim=n - 1;

G este un graf aciclicsim=n - 1,

oricare doud varfuri distincte (diferite) ale lui G sunt unite printr-un lant

simplu care este unic;

5. G este un graf aciclic cu proprietatea ca, daca o pereche oarecare de varfuri
neadiacente vor fi unite cu o muchie, atunci graful obtinut va contine exact un
ciclu.

PN E

Consecinti: numarul de muchii pentru un graf arbitrar G, care va fi necesar a fi
eliminate spre a obtine un graf de acoperire nu depinde de ordinea eliminarii lor
si este egal cu

m(G)-n(G)+k(G),

unde m(G), n(G) si k(G) sunt numiarul de muchii, varfuri si componente conexe,
respectiv.

Numirul $(G) = m(G)-n(G)+ k(G) se numeste rang ciclic sau numar
ciclomatic al grafului G. Numarul r(G) = n(G)-k(G) — rang cociclomatic sau
numar cociclomatic.

Deci, S(G)+r(G)=m(G).
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Este adevaratd urmatoarea afirmatie: orice subgraf a unui graf arbitrar G se
contine intr-un graf de acoperire a grafului G.

Existd mai multi algoritmi de determinare a grafului de acoperire. Algoritmul
de mai jos nu este un algoritm-standard, ci este unul elaborat in baza algoritmului
de cautare in largime. Esenta algoritmului constd in aceea ca folosind doua fire
de asteptare in unul din care sunt inscrise (pe rand) numerele varfurilor adiacente
cu varfurile din celdlalt FA (ca si in cazul cautérii in largime), vor fi eliminate
muchiile dintre varfurile unui FA si toate muchiile in afard de una dintre fiecare
varf al FA curent si varfurile din FA precedent. in cazul In care ambele FA vor
deveni vide procedura se va termina.

Pentru a nu admite ciclarea si ca sa fim siguri ca au fost prelucrate toate
componentele conexe se va utiliza marcarea varfurilor. Daca dupa terminarea
unui ciclu ordinar nu au mai rdmas varfuri nemarcate procedura ia sfarsit, in caz
contrar in calitate de varf initial se va lua oricare din varfurile nemarcate.

Descrierea algoritmului:

1. Se vor declara doua FA (FA: si FA2) vide.

2. Se valua in calitate de varf initial un varf arbitrar al grafului.

3. Se va introduce varful initial in firul de asteptare vid FA:1 si se va
marca acest varf.

4. Se vor introduce in FA: toate varfurile adiacente cu varfurile din
FA:1 si se vor marca. Daca FA: este vid se va trece la p.7, in caz
contrar - la p. 4.

5. Se vor elimina toate muchiile care leaga varfurile din FA.

6. Pentru toate varfurile din FA2 vor fi eliminate toate muchiile in
afara de una care leaga varful dat cu varfurile din FA1.

7. Se vor schimba cu numele FA1 si FA2 (FA1 va deveni FA: si
invers).

8. Daca exista cel putin un varf nemarcat se va lua in calitate de
varf initial oricare din acestea si se va trece la p.1, altfel

9. STOP.

Graful obtinut este graful de acoperire.

444, Notiune de drum minim. Algoritmul lui Ford pentru
determinarea drumului minim

Pentru un graf orientat G = (X,U) se va numi drum un sir de varfuri D = (Xo,
X1,..., Xr) Cu proprietatea ca (Xo, X1), (X1, X2),..., (Xr-1, Xr) apartin lui U, deci sunt
arce ale grafului si extremitatea finald a arcului precedent coincide cu
extremitatea initiald a arcului urmator.
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Varfurile Xo $i X, S& humesc extremitatile drumului D. Lungimea unui drum
este datd de numarul de arce pe care le contine. Dacd varfurile Xo, Xi,..., Xr SUNt
distincte doua cate doua drumul D este elementar.

Adeseori, fiecarui arc (muchii) i se pune in corespondenta un numar real care
se numeste ponderea (lungimea) arcului. Lungimea arcului (x;, X;) Se va nota
w(i,j), iar in cazul in care un arc este lipsa ponderea lui va fi consideratd foarte
mare (pentru calculator cel mai mare numar pozitiv posibil). In cazul grafurilor
cu arce ponderate (grafuri ponderate) se va considera lungime a unui drum suma
ponderilor arcelor care formeaza acest drum. Drumul care uneste doud varfuri
concrete si are lungimea cea mai mica se va numi drum minim iar lungimea
drumului minim vom numi distangd. Vom nota distanta dintre X si t prin d(x, t),
evident, d(x,x)=0.

Permite determinarea drumului minim care incepe cu un varf initial X; pana la
oricare varf al grafului G. Daca prin Lj; se va nota ponderea arcului (x;, X;) atunci
algoritmul contine urmatorii pasi:

1. Fiecdrui varf x; al grafului G se va atasa un numar foarte mare Hj(o).
Varfului initial i se va atasa Ho = 0;

2. Se vor calcula diferentele H; - Hi pentru fiecare arc (x;, xj). Sunt posibile
trei cazuri:

a) Hj -Hi< Lij,
b) Hj - Hi = Lij,
C) Hj- Hi > Lj;.

Cazul "c" permite micgorarea distantei dintre varful initial si X; din care cauzd
se va realiza Hj = H; + L;;.

Pasul 2 se va repeta atdta timp cat vor mai exista arce pentru care are loc
inegalitatea “c”. La terminare, etichetele H;j vor defini distanta de la varful initial
pand la varful dat ;.

3. Acest pas presupune stabilirea secventei de varfuri care va forma
drumul minim. Se va pleca de la varful final X; spre cel initial. Predecesorul lui X;
va fi considerat varful x; pentru care va avea loc H; - H; = Lj. Daca vor exista
cateva arce pentru care are loc aceasta relatie se va alege la optiune.

445  Algoritmul Bellman - Calaba

Permite determinarea drumului minim dintre oricare varf al grafului pana la
un varf, numit varf final.
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Etapa initiald presupune atagarea grafului dat G a unei matrice ponderate de
adiacentd, care se va forma in conformitate cu urmétoarele:

1. M(ij) = Lj, daca exista arcul (x;, X;) de pondere Lj;

2. M(ij) = o, unde o este un numar foarte mare (de tip intreg
maximal pentru calculatorul dat), daca arcul (x;, ;) este lipsd;

3. M(i,j)=0,dacai=j.

La etapa a doua se va elabora un vector Vo in felul urmator:

1. Vo@ = Lin, daca existd arcul (Xi, Xn), unde X, este varful final
pentru care se cautd drumul minim, Li, este ponderea acestui
arc;

2. Vo) = oo, dacd arcul (Xi, Xn) este lipsd;

3. Vog = 0, daca i =j.

Algoritmul consta in calcularea iterativd a vectorului V in conformitate cu
urmatorul procedeu:
1. Vii = min{Viy; Li+Viagh, unde i=1, 2,...,n-1,j=1,2,..,
n; i<>j;
2. Vk(n) =0.
Cand se va ajunge la Vk = Vi1 - STOP.

Componenta cu numarul i a vectorului Vi cu valoarea diferita de zero ne va da
valoarea minimd a drumului care leagd varful i cu varful n.

4.5. Retele de transport

4.5.1. Notiuni generale

Un graf orientat G = (X, U) se numeste refea de transport daca satisface
urmatoarele conditii:

a) existd un varfunic a din X in care nu intrd nici un arc sau d_(a)=0;

b) existd un varfunic b din X din care nu iese nici un arc sau d*(a)=0;

c) G este conex si existd drumuride laalab in G;

d) s-a definit o functie ¢: U—R astfel incat c(u)>0 pentru orice arc u din U.

Varful a se numeste intrarea retelei, varful b se numeste iesirea retelei, iar
c(u) este capacitatea arcului u.

O functie f: U—>R astfel incat f(u) > 0 pentru orice arc u se numeste flux in
reteaua de transport G cu functia de capacitate ¢, care se noteaza G = (X, U, ),
daca sunt indeplinite urmatoarele doua conditii:

a) Conditia de conservare a fluxului: Pentru orice varf x diferit de a si b
suma fluxurilor pe arcele care intrd in X este egala cu suma fluxurilor
pe arcele care ies din x.
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b) Conditia de marginire a fluxului: Existd inegalitatea f(u) <"c(u) pentru
oricearcu € U.

Daca f(u) = c(u) arcul se numeste saturat. Un drum se va numi saturat daca
va contine cel putin un arc saturat. Fluxul, toate drumurile caruia sunt saturate se
va numi flux complet. Cel mai mare dintre fluxurile complete se numeste flux
maxim.

Pentru orice multime de varfuri Ae U vom defini o tdietura w_(A) = {(x, y) |
X g Ay € A (XyeU}, adica multimea arcelor care intrd in mulfimea A de
varfuri.

Prin w*(A) vom nota multimea arcelor care ies din multimea A de varfuri.

Este justa afirmatia: suma f(u) pentru ue w*(A) este egala cu suma f(u) pentru
arcele uew_(A). Aceasta valoare comuna se va nota fp.

45.2. Algoritmul Ford-Fulkerson

Are loc urméatoarea teorema (Ford-Fulkerson):

Pentru orice retea de transport G = (X, U, €) cu intrarea a si iesirea b valoarea
maxima a fluxului la iesire este egala cu capacitatea minima a unei taieturi, adica:

max f, = min c(w_(A)).

In baza acestei teoreme a fost elaborat urmatorul algoritm de determinare a
fluxului maxim (Ford-Fulkerson) la iesirea b a unei retele de transport G = (X, U,
c), unde capacitatea ¢ ia numai valori intregi [7]:

1°. Se defineste fluxul initial avand componente nule pe fiecare arc al retelei,

adica f(u) = 0 pentru orice arc ue U;

2°. Se determina lanturile nesaturate de la a la b pe care fluxul poate fi marit,
prin urmatorul procedeu de etichetare:

a) Se marcheaza intrarea a cu [+];
b)  Un varfx fiind marcat, se va marca:

cu [+X] oricare varf y nemarcat cu proprietatea ¢ arcul U = (X, Y)
este nesaturat, adica f(u)<c(u);

cu [-X] - orice varfy nemarcat cu proprietatea ca arcul u = (X, y) are
un flux nenul, adica f(u)>0.

Daca prin acest procedeu de marcare se eticheteaza iesirea b, atunci fluxul f,
obtinut la pasul curent nu este maxim. Se va considera atunci un lant format din
varfurile etichetate (ale caror etichete au respectiv semnele + sau -) care uneste
pe a cu b si care poate fi gasit usor urmarind etichetele varfurilor sale in sensul
de la b catre a.

Daca acest lant este v, sd notam cu v* mulfimea arcelor (X, y), unde marcajul
lui y are semnul “+”, deci care sunt orientate in sensul de la a cétre b si cu v_
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multimea arcelor (X, y), unde marcajul lui y are semnul “-“, deci orientate in
sensul de la b citre a.
Determinam cantitatea:
e = min {min(c(u) - f(u)), min f(u)}. u ev*,u ev_

Din modul de etichetare rezulta e > 0.

Vom mari cu e fluxul pe fiecare arc u din v* si vom micsora cu e fluxul pe
fiecare arc u € v_, obtinand la iesire un flux egal cu fy+e. Se repeta aplicarea
pasului 2 cu fluxul nou obtinut.

Daca prin acest procedeu de etichetare nu putem marca iesirea b, fluxul f, are
o valoare maxima la iesire, iar multimea arcelor care unesc varfurile marcate cu
varfurile care nu au putut fi marcate constituie o taietura de capacitate minima
(demonstrati ci se va ajunge in aceasta situatie dupa un numar finit de pasi).
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4.6. Exercitii si probleme

4.1. Utilizand metoda Bellman - Kalaba sa se determine drumul minim intre
varfurile vo si vg in graful:

< =]

@ 3
4
(v)

Care este drumul de valoare minima intre varfurile vz si vg ?

4.2. Intr-o sectie a unei intreprinderi se aplici asupra unui produs anumite
operatii de prelucrare. Prelucrarile ce se pot face, tehnologiile posibile de
ordonare a lor si costurile unitare asociate fiecarei prelucrari sunt date intr-
un model-graf ponderat cu reprezentarea geometrica data prin figura:

Sa se determine tehnologia corespunzitoare celui mai scazut cost unitar total.
4.3. Prezentati sub forma de graf relatiile de incluziune.
Fie date urmatoarele mul{imi:
A={nez/n’<17}
B={2,0,2}
C ={E(X) / x R}, aici E(x) este functia partea intreaga
D = intersectia multimii B cu multimea R+
E={2p/peZ}
F = multimea raddcinilor polinomului (x?-4)(x>-1)(x3-3x?)
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Utilizand una din variantele relatiilor de mai jos determinati locul corect al
fiecdrei multimi 1n unul din varfurile grafului astfel ca toate relatiile, alese din
lista de mai jos, sa fie corecte simultan.

X 2 %
1 3
4 5
7 8
X1 X5

6
9
/
X6 Xa
Relatiile 1 - 5,7 - 9:
a) X este inclusa 1n X;j $i nu sunt egale
b) xieste egald cu X;.
Relatia 6:
a) Xz este inclusa in Xe $i nu sunt egale
b) X3 este egala cu Xs
C) Xsnu este in nici o relatie de incluziune cu X §i invers.

Réspunsul va specifica care mulfime a fost pusa in X;, care in X2 §i aga mai
departe pand la Xs §i care este relatia 1 din cele doud posibile (arcul 1 al grafului),
care este relatia 2 (arcul 2 al grafului), pana la arcul 9.

4.4. Fie functiile reale definite pe [-1, 1] cu proprietatile:
a) fi este continua in 0;
b) f, este derivabila pe [-1, 1] cu derivata > 0;
c) fzeste derivabila, crescatoare pe [-1, 1];
d) f4este continua pe [-1, 1];
e) fseste derivabili in O;
f) fs este continua si para pe [-1, 1].

Utilizand una din variantele relatiilor de mai jos determinati locul corect al
fiecarei functii in unul din varfurile grafului astfel ca toate relatiile, alese din lista
de mai jos, sa fie corecte simultan.
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Relatiile 1, 2, 4, 6-9: fi implica fj, dar fj nu implica f;
fi implica fj si fj implica f;
fi nu implica fj si fj nu implica f;,
Relatiile 3, 5: fi implica fj, dar fj nu implica f;
fi implica fj si fj implica f;
fi nu implica fj si fj nu implica f;,
fj implica fi, dar fi nu implica fj
Exemplu: functia fs implica functia f.

Raspunsul va specifica care functie a fost pusd in X1, care in X2 §i asa mai
departe pana la Xe si care este relatia 1 din cele posibile (arcul 1 al grafului), care
este relatia 2 (arcul 2 al grafului), pana la arcul 9.
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5. MODELE ALGORITMICE

5.1.  Precizarea notiunii de algoritm

Algoritmii, intelegand prin aceasta proceduri stricte si eficiente de obtinere in
mod univoc a rezultatului [2], plecand de la datele initiale, sunt prezenti peste tot
in matematica. Adunarea si inmultirea 1n “colonitd”, substituirea necunoscutelor
la rezovarea unui sistem de ecuatii liniare, construirea unui triunghi, fiind date
cele trei laturi, sunt exemple de algoritmi. Insi pani la momentul in care
matematica opera doar cu numere, iar conceptul de algoritm era echivalent cu
notiunea de metodd de calcul, necesitatea studierii acestui concept nu putea sa
apard. Traditiile de organizare a calculelor s-au format pe parcursul secolelor,
devenind parte componentd a culturii, in aceeasi masurda cu aptitudinile
elementare de a gandi logic. Toatd multimea calculelor consta din cateva operatii
aritmetice, trigonometrice si din analiza matematica, cauza din care notiunea de
“metoda de calcul” parea din start clara i nu avea nevoie de cercetari speciale.

Pand la mijlocul secolului XIX unica ramurd matematicd, care opera cu
obiecte diferite de numere, era geometria. Neavand posibilitatea si foloseasca
intuitia omului de a calcula, geometria se deosebea in mod evident de restul
matematicii prin strictetea sporitd a formularilor. Aparitia in partea a doua a
secolului XIX a geometriei lui Lobacevski, a teoriilor abstracte algebrice a sporit
necesitatea abordarii intr-un mod strict a problemelor matematice. Un moment
principial in schimbarea fundamentului matematicii a fost crearea de catre Georg
Cantor a teoriei multimulor. In scurt timp a devenit evident, ci teoria multimilor
std la baza tuturor fenomenelor matematice. insa la fel de repede a fost aratat, ci
unele rationamente, aparent corecte in cadrul acestei teorii, conduc la contradictii
nerezolvabile — paradoxurile teoriei multimilor. Toate acestea au generat
necesitatea unor studii stricte a principiilor rationamentelor matematice (care
pand la acea perioada pareau intuitiv clare) cu ajutorul unor mijloace matematice.
A aparut astfel o noud ramurd a matematicii — bazele matematicii sau
metamatematica. Teoria algoritmilor este partea componentd a metamatematicii
in care se face incercarea de a clarifica, care obiecte si operatii asupra lor pot fi

univoce) a unor probleme matematice. Aceste demonstratii, ca si formularea
precisd a afirmatiilor, care sunt demonstrate, sunt imposibile fira o notiune
exactd a notiunii de algoritm. Termenul “algoritm” a aparut in tehnica odata cu
aparitia ciberneticii [8]. Notiunea de proces de control (de comandd), partea
componentd a acesteia — legea (algoritmul) de comanda trebuiau precizate strict
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matematic. Era necesar sa se inteleaga, care sunt proprietatile unei secvente de
actionari pentru a putea fi considerata definitd exhaustiv, adicd pentru avea
posibilitatea si se numeasci algoritm de comandi. In constientizarea acestei
situatii un rol extraordinar l-au jucat calculatoarele electronice, care au
transformat notiunea de algoritm intr-o realitate palpabild. Din punctul de vedere
al practicii contemporane algoritmul este un program, iar criteriul ca un proces
este algoritmic este posibilitatea de a fi programat. Datorita acestei existente
reale a algoritmilor, dar si faptului ca inginerii intotdeauna au abordat in mod
constructiv metodele matematice, notiunea de algoritm a devenit foarte populara
in tehnica.

Necesitatea unei constientizari a notiunii de algoritm este importanta nu doar
pentru o utilizare corectd, ci i pentru elaborarea unor algoritmi concreti,
indeosebi daca se urmareste scopul credrii ulterioare a unor programe in baza lor.
Si mai importantd este intelegerea acestui concept pentru a face o ordine in
multimea algoritmilor, mul{ime in care se observa o crestere exponentiald. Pentru
a fi posibil sa ne orientam in aceastd diversitate trebuie sd putem compara diferiti
algoritmi, care rezolva aceeasi problema si nu doar din punctul de vedere al
calitatii solutionarii problemei, ci si conform caracteristicilor algoritmilor —
numarul de operatii, memoria necesara, etc. O atare comparare este imposibila
fara a introduce un limbaj precis de cercetare a acestor concepte, adica chiar
algoritmii trebuie sa devind obiecte de studiu matematic, ca si obiectele asupra
carora ei sunt destinati sd actioneze. Pentru a introduce un astfel de limbaj
suntem obligati sa cunoastem, care sunt proprietitile principale ale unui algoritm.

5.1.1. Proprietatile algoritmilor

5.1.1.1.  Obiecte algoritmice

Vom sublinia mai intdi cd algoritmul prelucreaza date initiale si prezintd
rezultate finale. In sens tehnic, un algoritm are intrari si iesiri, iar in rezultatul
executiei unui algoritm apar date intermediare. Altfel spus, orice algoritm
opereaza cu date — de intrare, de iesire si intermediare. Deoarece dorim si
precizam notiunea de algoritm, va trebui sd precizam si notiunea de date, adica sa
indicdm care sunt proprietatile la care vor raspunde obiectele cu care vor opera
algoritmii.

Este evident ca aceste obiecte trebuie sa fie strict definite si distincte atat
unele de altele, cat si de elemente, care nu pot fi considerate “obiecte”. in multe
cazuri totul este clar din start. Obiecte algoritmice pot fi considerate numerele,
vectorii, matricele, formulele. Imaginile (de exemplu, reprezentarea grafica a
unui graf) par obiecte algoritmice mai putin evidente. lar cu obiecte de tipul “un

CLINNT3

film interesant”, “timp frumos”, care nu prezintd probleme pentru o fiintd umana

103



5 <

(fiecare intelegand 1n felul sau aceste notiuni), algoritmul ar putea sa “nu vrea sa
opereze”.

in teoria algoritmilor in locul unei definitii verbale stricte a conceptului de
obiect sunt fixate seturi finite de obiecte inifiale concrete (numite elementare) si
un set de mijloace de construire a altor obiecte din cele elementare si, poate, cele
intermediare. Setul de obiecte elementare formeaza alfabetul finit al simbolurilor
initiale (cifre, litere, etc.) din care sunt obtinute alte obiecte (v. procedurile
generatoare din 2.1.2, definitiile inductive din 3.7.1 sau definitia notiunii de
identificator intr-un limbaj de programare). Cuvintele de lungime finitd in
alfabete finite (v. exemplul 2.12) reprezintd cel mai frecvent tip de date
algoritmice, iar numarul de simboluri Intr-un cuvant este unitatea naturald de
masurare a volumului de informatii procesate.

Un alt exemplu, mai complicat, de obiecte algoritmice, pot fi formulele. Ele,
la fel pot fi definite inductiv si sunt cuvinte finite in alfabete finite. Insa nu orice
cuvant in acest alfabet este o formula. In acest caz, de obicei inaintea algoritmilor
de bazd existd un set de algoritmi auxiliari, care verifica, dacd datele initiale
respecta cerintele necesare, verificare numita analiza sintactica.

5.1.1.2. Memoria

Pentru pastrarea datelor este nevoie de memorie. Memoria, de obicei, este
considerata omogena si discretd, adica constd din locatiuni (celule) de acelasi fel
(banalizate), fiecare locatiune pastrdnd un simbol al alfabetului de date. Am
coordonat 1n acest mod unitdtile de masura pentru date si memorie. Réspuns la
intrebarea, dacd avem nevoie de mai multe tipuri de memorie in dependentd de
cele trei tipuri de date se rezolva in diverse moduri si nu prezintd interes special
in cazul dat.

5.1.1.3.  Pasii algoritmului

Un algoritm consta din pasi elementari distincti, sau operatii, mulfimea
pasilor unui algoritm, este finitd. Un exemplu tipic de multime de operatii
elementare este sistemul de instructiuni de baza al unui calculator electronic.

5.1.1.4. Determinism

Secventa pasilor unui algoritm este determinata, adica dupa executarea unui
pas este In mod univoc indicat, care va fi pasul urmator sau se va da comanda de
oprire, dupa care algoritmul este considerat incheiat.
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5.1.1.5. Rezultativitate

Este normal s cerem ca un algoritm sa fie rezultativ, adica algoritmul trebuie
sd se opreascd dupa un numar finit de pasi (care depinde de datele procesate),
indicandu-se rezultatul. Nu este obligator ca acest rezultat sa ne “placd”; daca nu
s-a ajuns la ceea ce s-a sperat, algoritmul poate specifica cauza opririi.

5.1.1.6.  Descrierea si mecanismul de realizare a algoritmului

Va trebui sa facem o deosebire intre

a) descrierea algoritmului (set de instructii sau program);

b) mecanismul de realizare a algoritmului (de exemplu, calculatorul
electronic), care include mijloacele de lansare, executarea pasilor
elementari, garantarea determinismului §i extragerea rezultatelor
(controlul procesului de executie);

c) procesul de realizare a algoritmului, adicad secventa de pasi, care va fi
generata de aplicarea algoritmilor pentru date concrete.

Vom considera, cd descrierea unui algoritm si mecanismul lui de realizare
sunt finite.

5.1.2. Metode de precizare a notiunii “algoritm”

Am subliniat mai sus proprietitile, pe care trebuie sa le posede un set de
reguli pentru a putea fi considerat algoritm. Dar aceste proprietati (de exemplu,
strictete, univocitate, pasi elementari, etc.) trebuie la randul lor precizate.
Definitiile acestora vor contine notiuni noi, care de asemenea vor trebui
precizate, s.a.m.d. Pentru a exclude aceasta, in teoria algoritmilor a fost ales un
set finit de obiecte initiale, declarate elementare si un set finit de mijloace de
construire din aceste obiecte a unor obiecte noi. De exemplu, vom preciza
notiunea de date, considerand datele multimi de cuvinte finite in alfabete finite.
Pentru precizarea determinismului vom utiliza organigramele (schemele-bloc),
descrierile verbale sau mecanismul de realizare a unui algoritm. In afari de
acestea, trebuie sa fixam setul de pasi elementari §i sd convenim in privin{a
organizarii memoriei. Vom obtine un model algoritmic concret.

Modelele algoritmice pot fi considerate entititi matematice abstracte,
destinate formalizarii conceptului “algoritm”, doar dacd vor fi universale, adica
vor permite descrierea oricarui algoritm. Dar, alegind niste instrumente concrete
pentru formalizare, nu vom pierde oare cadrul general al formalizarii? Reiesind
din scopurile principale, care stau la baza crearii teoriei algoritmilor —
universalitatea si posibilitatea cercetarii proprietatilor algoritmilor — acest semn
de intrebare poate fi exclus in modul urmator.
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1. Se va demonstra convergenta modelelor, adica orice algoritm, descris prin
mijloacele unui model, poate fi descris si cu resursele altui model.

2. Datorita convergentei reciproce a modelelor in teoria algoritmilor a fost elaborat
un sistem de notiuni invariante de model, set care permite cercetarea proprietatilor
algoritmilor independent de tipul ales de formalizare. Acest sistem de notiuni este
bazat pe conceptul de functie calculabila, adica functie, pentru calcularea valorilor
careia existd un algoritm.

de alegere a resurselor initiale conduc la modele diferite. Pot fi evidentiate trei
tipuri de bazd de modele algoritmice universale, in dependenta de modul de
intelegere euristic initial al notiunii de algoritm.

Primul tip leagd notiunea de algoritm de cele mai traditionale concepte
matematice — calcule si functii numerice. Modelul algoritmic din aceasta
categorie - functiile recursive — cronologic este prima incercare de formalizare a
notiunii de algoritm.

Tipul al doilea reprezintd algoritmul sub forma unui dispozitiv ingineresc,
capabil sa Indeplineascd la un moment dat de timp doar cele mai elemenare
operatii. In acest caz nu pot si apard semne de intrebare, legate de univocitatea
algoritmului sau de simplitatea pasilor. Mai mult, euristica acestor modele este
apropiatd de principiile de functionare a calculatoarelor, adicd si de intuitia
inginereascd, ceea ce le face foarte populare in acest mediu. Modelul teoretic
principal din aceastd categorie, propus la inceputul anilor 1930, este masina
Turing.

Transformarile cuvintelor in cadrul unor alfabete arbitrare reprezinta al treilea
tip de modele algoritmice. In calitate de operatie elementard este considerati
substituirea, adicd inlocuirea unei parti de cuvant cu alt cuvant. Principalul
avantaj al acestui tip este abstractizarea maxima si posibilitatea utilizarii notiunii
de algoritm pentru obiecte de natura arbitrard (nu obligator numerica). Exemplele
cele mai elocvente sunt in acest caz sistemele formale Post si algoritmii
normali Markov.

5.2. Masini Turing

Constructia si principiul de functionare a unei masgini Turing (MT) sunt
elementare, din care cauza respectarea cadrului formal si metodologic este
evidenta. Totusi vom sublinia, acolo unde vom considera necesar, modul in care
este prezentd o proprietate anume in modelele de acest tip.

5.2.1. Componentele unei MT si principiul de functionare
O masina Turing este formata din urmatoarele parti componente:
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1. dispozitivul de comanda, care poate sa se afle in una din starile, care
apartin multimii finite de stari Q = {q1, 92, ..., gn};

2. banda masinii, impartitd in celule (locatiuni), in fiecare celuld fiind
posibila scrierea unui simbol al alfabetului finit A = {ai, ay, ..., am};

3. dispozitivul de accesare a benzii, adicd un cap de citire si scriere, care la
fiecare moment de timp citeste continutul unei celule a benzii si, in
dependenta de simbolul citit si starea dispozitivului de comanda, scrie in
celula datd un simbol (care poate coincide cu simbolul precedent sau
poate fi un simbol vid, adica sterge continutul celulei), se deplaseaza la
stanga, sau la dreapta la una din celulele vecine, sau ramane pe loc, iar
dispozitivul de comanda poate trece intr-o stare noud sau poate ramane in
starea precedenta.

Prin descrierea dispozitivului de citire — scriere (DCS) a fost lamurit si
principiul de functionare a unei masini Turing. Din multimea de stiri ale
dispozitivului de comandi vom evidentia starea initiald q si starea finald ¢. In
starea initiald masina se va afla la inceputul lucrului, iar nimerind in starea finala
masina se va opri.

Memoria masinii Turing constd din memoria internd — mulfimea de stari ale
dispozitivului de comanda, si memoria externa — banda infinita in ambele parti.
Desi banda este infinitd, doar un numdr finit de celule sunt completate cu
simboluri nevide la momentul lansarii MT, restul fiind vide, adicd contin
simbolul vid 1 (blanc). Din descrierea functionarii MT reiese, ci si pentru oricare
alt moment de timp viitor doar un fragment finit al benzii va fi ocupat de
simboluri. Din aceastd cauza prezintd interes nu infinitatea actuald a benzii, ci
nemarginirea ei, adicd posibilitatea de a inscrie cuvinte oricat de lungi, dar finite.

Datele unei MT sunt cuvinte in alfabetul benzii. Pe banda se vor inscrie atat
datele initiale, cat si cele finale. Pasii elementari sunt citirea si Scrierea
simbolurilor, deplasarea dispozitivului de citire-scriere la celula vecind, trecerea
dispozitivului de comanda intr-o stare noua.

Determinismul MT consta in faptul ca pentru orice stare internd (; si orice
simbol a; sunt cunoscute in mod univoc:

a) starea urmdtoare i';

b) simbolul a;, care va fi scris in aceiasi celuld;

c) directia de deplasare a DCS dx = {L (stdnga), R (dreapta), E (pe loc)}.

Aceasta poate fi descris cu ajutorul sistemului de comenzi de forma

giaj — qilajldk (5.1)
sau printr-un tabel, liniilor fiind atasate stirile, coloanelor — simbolurile de
intrare, iar la intersectia liniei gi cu coloana a; se va afla tripletul gi'aj'dv. O MT
mai poate fi descrisd cu ajutorul unui graf ponderat, stirilor fiind puse in
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corespondentd varfurile grafului, unei comenzi de tipul (5.1) — un arc, care
porneste din i si se termind in — ¢! cu ponderea aj — a;'dx.

5.2.2. Configuratia unei masini Turing

Starea MT, care permite determinarea univocda a comportamentului masinii,
se numeste stare completd. Starea completa este determinatd de starea interna,
starea benzii (cuvantul scris pe bandd) si pozitia DCS. Starea completd se
numeste configuratia MT sau cuvant de masind si este notatd prin tripletul
oaQioz, Unde Qi este starea interna curentd, o1 — cuvantul din stinga DCS, iar ap —
cuvantul format de simbolul citit de DCS si simbolurile din dreapta acestui
dispozitiv, cu condiia ca 1n stanga cuvantului a1, ca si in dreapta lui a2 nu exista
simboluri nevide. De exemplu, configuratia cu starea interna g, pentru care avem
scris pe banda werty, iar DCS citeste simbolul r, se va nota weqirty.

O configuratie de tipul que, adica configuratia care contine starea initiala gy,
iar DCS citeste cel mai din stdnga simbol al benzii, se numeste configuratie
standard initiala (CSI). Analogic, numim configuratie standard finala
configuratia de forma Q:e. Asupra unei configuratii arbitrare K (cu exceptia
configuratiei finale) poate fi aplicatd exact o comandad de tipul (5.1), care va
transfera K in K2, relatia dintre configuratii fiind notata in acest caz prin K — K.
Daci din context nu este clar, care MT executa acest transfer, numele maginii
poate fi notat de asupra sagetii. Daca pentru Ky si K, exista un sir de configuratii
K1, Ko, ... Ky, aceasta se va nota prin K; = K.

Exemplul 5.1. O MT cu alfabetul A = {1, A}, cu starile Q = {01, gz} si sistemul de
instructiuni qi11— q11R, 14— 011R, din orice configuratie initiala va
lucra fara oprire, scriind 1 in toate casetele benzii, incepand cu cea de
plecare. «

Exemplul 5.2. Pentru orice MT, dacda Ki=Ki=Kj si Ki=Kj, secventa
Ki=Ki=Kj=...este infinita, segmentul Ki=K;j se va repeta pana la
infinit (ciclarea maginii Turing). <

Vom spune cd masina Turing T proceseaza cuvantul a0z in cuvantul S15 (se
va mai nota prin T(aaz) = f1f2), dacd aiQiae = A ;5. Notatia T(a) va mai

semnifica o masind Turing cu valoarea initiala a.

5.2.3. Functii calculabile Turing

Precizam interpretarea comportamentului unei MT si reprezentarea datelor.
Date initiale ale unei MT sunt considerate cuvinte scrise pe banda in alfabetul
datelor initiale Ain (Ain < A) si vectorii, formati din aceste cuvinte (vectori peste
Ain), pentru fiecare masind vor fi luate in consideratic numai acele configuratii
initiale pentru care pe banda sunt scrisi vectori de cuvinte peste Ain. Scrierea unui
vector de cuvinte (a1, a2, , ax) se numeste corectd, daca este de forma aidazl
ok-140k (cu conditia, cad A & Ain) Sau aaxazx  axaxok, Simbolul * fiind un simbol
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special de separare (marcher), care la fel nu apartine alfabetului Ai,. Pentru orice
vector Vi, peste Ain masina T sau lucreaza pana la infinit, sau acest vector este
transformat Intr-un set de cuvinte, separate de blancuri, in alfabetul rezultatelor
Avrez; Ain si Are; pot si se intersecteze si chiar si coincida. In procesul lucrului pe
banda pot sd apara simboluri, care nu apartin nici Iui Ay i nici la Ar; i care
formeaza un alfabet intermediar Ain (care contine, de exemplu, separatorul).
Alfabetul benzii poate fi definit ca reuniunea celor trei alfabete A = Ain U Are; U
Aint. Cel mai frecvent Ain = Avrez, iar A = Ain v {4}.

Fie f o functie, care transforma o multime de vectori peste Aj, intr-o multime
de vectori peste Are;. Vom spune, ca masina T calculeaza corect functia f, daca:

1) pentru oricare V si W, pentru care f(V) = W are loc q:V" = g,W", aici V" si

W sunt inregistriri corecte ale lui V si W, respectiv;
2) pentru orice V pentru care f(V) nu este definita, masina Turing, lansata in
CSI q1V", lucreazi pan la infinit.

Daci pentru f existd masina Turing, care o calculeaza corect, functia f se
numeste corect calculabild Turing.

Pe de altd parte, fiecarei masini Turing, care calculeazd corect, adica fiind
lansatd din CSI Qi poate sd se opreasca doar in CSF Q,f, ii putem pune in
corespondentd functia pe care MT datd o calculeazd. Doud masini Turing cu
acelasi alfabet initial se numesc echivalente, daca calculeaza aceeasi functie.
Masinile din exemplele 5.1 si 5.2 sunt echivalente, deoarece ambele calculeaza
una si aceeasi functie — functia vida (fara domeniu de definitie).

Definitiile de mai sus (calcularea valorilor unor functii definite peste vectori
de cuvinte) sunt evident redundante, fiind legate de procesarea unor obiecte
arbitrare. A fost demonstrat, ca fara a pierde cadrul general, unele cercetari pot fi
reduse la calcularea unor functii de tipul N—>N. Le vom reprezenta in cod unar,
adica pentru orice functie numerica Ain = {1} sau Ain = {1, «}, iar un numar X va fi
reprezentat prin cuvantul 1...1 = 1%, care consta din X unititi. In acest caz functia
numerica f(X1,...,Xn) este calculata corect in sens Turing, daca existd o masina T,
care:

1) qulql% . +gnl*" = q,1Y, daci f(X4,...,Xn) = ¥ si

2) T lucreazi pana la infinit, plecand din g11%%q1% ..«Qnl®", dacd

f(X1,...,Xn) nu este definita.

5.2.3.1. Masina Turing T+

Adunarea a doua numere a si b, reprezentate in cod unar, este redusad la
procesarea cuvantului 13:1° in cuvantul 12, adici si se elimine separatorul * si
unul din operanzi, de exemplu primul, sd fie deplasat spre altul cu o pozitie.
Aceastd transformare poate fi realizatd de o masind Turing cu patru stari si
urmatorul sistem de comenzi: 01=—Q:AR;
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011 —>024R;
021 —>021R;
Qox—Qs1L;
gsl—>0slL;
g3A—q:AR.

Prima comanda este introdusa pentru cazul cand a=0. Au fost omise acele
combinatii de stari si simboluri, care, pornind din CSI, nu sunt posibile.

Propunem ca exercitiu, elaborarea tabelului si a grafului acestei masini, ca si
controlarea corectitudinii functionarii ei.

5.2.3.2. Masina Turing Tcop

Copierea unui cuvant este procesarea lui a in a~a. Pentru cazul numerelor
problema poate fi rezolvatd de masina Turing cu sistemul de comenzi, prezentat
in tabelul 5.1.

Tabelul 5.1. Magina Turing Tcop

1 A * 0
o} g20R g:AR gr*L qull
02 QQlR Q3*R C]3*R
Q3 q:glR C]4l|_
Q4 Q41L C]4*|_ q10R

La fiecare trecere a cuvantului initial 12 magina Tcop Inlocuieste unitatea din
stanga cu 0 si scrie, in starea (s, in prima celuld vida din dreapta lui 12 o unitate.
La prima trecere, plus la aceasta, in starea (o, scric un marcher (*) inaintea
scrierii unitatii. (Peste a treceri dupa marcher vom avea copia lui 1) Dupi
scrierea unitatii ordinare, masina trece in starea s, care deplaseaza DCS pana in
stanga celui mai apropiat 0, dupd ce masina trece in starea (i si tot ciclul se
repetd. Ciclul se va intrerupe, atunci cand q; gaseste pe banda marcherul, ceea ce
inseamnd ca toate unitatile au fost parcurse (au avut loc a treceri). DCS se
intoarce in acest caz in pozitia initiald, inlocuind pe parcurs toate zerourile cu
unitati.

5.24. Masina matematica Turing

Strict matematic magina Turing poate fi introdusd dupa cum urmeaza. Notam
prin A simbolul blanc (spatiu liber). Dacd X este un cuvant oarecare peste
alfabetul A, notam prin D(X) cuvantul obtinut prin eliminarea tuturor simbolurilor
A din fata lui x, iar prin F(X) - cuvéantul obtinut prin eliminarea tuturor
simbolurilor A din spatele lui x. Notam prin A* multimea A_z, unde ¢ este unicul
cuvant de lungime 0.
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O masina Turing este un cvintet M=(A, Q, g1, Q*, 7) unde
e Aceste alfabetul lui M (1 € A),
Q este multimea starilor maginii M (multime finita),
Q1 este starea initiala a masinii M (element privilegiat al lui Q),
Q! reprezintd mulfimea starilor finale (Q* < Q),
7 este functia de tranzitie — o aplicatie de tipul (Q-QY)XA—>QXAXD, iar D =
{L, R, E}.

Setul de instructiuni ale maginii M este multimea cvintetelor de forma

(q!avqlralrd) cu d GD! (qra) € (Q'Ql)XA Sl (qllalld) = T(q,a).
O configuratie a maginii M este un triplet de forma (g,D(x),F(y)), cu q € Q, x

e A* si y e A* Introducem relatia binardi M definitdi peste multimea
-

configuratiilor masinii M astfel:
(a, D(xa), F(by)) M (a*, D(xu), F(vy))

atunci si numai atunci, cand
(¢ ab?), dacad =1L,
(uv)=
(ab?, &), dacid =R

pentru toate elementele a, b, b* € A, x, y € A*, g, q* €Q si d €{L, R} astfel incat
(g, b) = (b%, 9, d).

Notim prin M inchiderea reflexiva si tranzitivi a lui M , ceea ce inseamni
- -
caicM ¢t daca si numai dacd existd Co, C1, ..., cn CU N0 §i C = Co, Co M ¢y,
- -

caaMc,,..., cna M ¢y, ci=ct
- -

Fie w o valoare, numiti ,,nedefinitd” cu W ¢ A". Asociem masinii Turing M
functia f de tipul A" {@} — A" {w} definita prin expresia
Y, daci x e A" si exista (gi, ¥4, y) cu
f(X) = (qu & D(X)) M (qi! yl! y) $1 Qi Qll
, in caz contrar.

Vom spune, ci masina Turing M este fiabild, daci nici pentru un X € A" nu
vom avea f(x) = w.

5.2.5. Operatii cu masinile Turing

Lucrul unei MT este in totalitate determinat de datele initiale si sistemul de
comenzi. Totusi, pentru a fi mai usor de inteles ce face o masind Turing sunt
necesare anumite explicatii, cum au fost cele din exemplele precedente. Folosind
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limbajul organigramelor si unele operatii cu masinile Turing aceste explicatii pot
deveni mai formale si mai exacte.

S& ne amintim, ca compunerea a doua functii fi(X) si f2(y) se numeste functia
g(x) = f2(f1(x)), care este obtinutd prin aplicarea functiei f- la rezultatele, calculate
de functia f1. Unica conditie este ca f; sa fie definitd pe X, iar f pe fi(x).

Teorema5.1. Daca fi(x) si fo(y) sunt functii calculabile Turing, atunci si
compunerea lor fo(f1(X)) este functie calculabild Turing.

Fie T: masina, care calculeazd functia fi, iar T2 calculeaza functia fp, cu
multimile de stari Q1={011,..., 91} $i Q2={q21,..., Q2n2}, respectiv. Consideram
ambele functii, pentru simplitate, numerice de o singurd variabild. Construim
graful unei magini T din masinile Ty si T», echivaland varful initial go1 al masinii
T cu varful final al masinii T1 g1,. Obtinem un graf cu ni+ny-1 varfuri. Declaram
stare initiald a masinii T starea Qui, iar starea finald — . Daca fo(fi(x)) este
definita, atunci Tl(lx):lfl(x) §i qlllXDqlzlfl(x).

Masina T va parcurge acelasi sir de c&nﬁgura;ii, doar 1n loc de q1,171% va trece in
02111%. Aceastd configuratie este configuratia standard initiald pentru masina T

din care cauzi vom avea 0211710 =q,,172016),
2
Deoarece toate comenzile maginii T» sunt prezente in magina T vom avea

gu1l* T: Q211110 ? 02,1271 09,

adica T(1¥) = 172010, Daca fy(t1(X)) nu este definitd, una din masinile T sau T,
sau ambele, nu se vor opri. Am demonstrat cd magina T calculeazd functia

f2(f1(X)).

Masina T, construitd in acest mod, se numeste compunerea masinilor Ty i T»
si se noteaza prin T2(T1). Deoarece o masind Turing considera un vector peste Ain
drept cuvant in alfabetul Ain(A{*}, definitia compunerii §i teorema 5.1 sunt valide
si pentru cazul in care T si T2 calculeaza functii de mai multe variabile.

5.2.5.1. Magina Tax

Diagrama din figura 5.1 reprezinta masina T+(Tcop), care calculeaza functia
f(x)=2x, pentru x = 0 si poate servi ca exemplu de compunere a doud masini
Turing.

Aici arcele multiple au fost reprezentate printr-un singur arc. De exemplu,
instructiunile qua* —0Q1a*L si q1al—>Qu41L sunt reprezentate printr-o singurd bucla
cu ponderea *,1—L, fard a repeta in partea dreapta simbolurile, care au rimas
fara schimbare.

112



1-L

(@) &

Fig.5.1. Diagrama masinii T

5.2.6. Calcularea predicatelor cu ajutorul masinii Turing

Fie we{True, False}. Vom spune, ca o masina T calculeaza predicatul P(q)
(a este cuvant in Ain), daca T(a)=w, iar o = True, pentru P(a)=True si @ =
False, daca P(a) = False. Daca P(«) nu este definit, atunci T nu se va opri. La
calcularea simpla a unui predicat « este distrus, ceea ce poate crea probleme,
dacd dupa masina T va lucra o altd masina. Introducem notiunea de calculare cu
restabilire: masina T calculeazd P(a) cu restabilire, dacd T(«)=wa. Poate fi
demonstrat, ca daca exista magina T, care calculeaza P(e), atunci exista si masina
T!, care calculeazi P(a) cu restabilire.

5.2.6.1. Magina ,, o - numar par”

Diagrama masinii ,, @ - numar par” este prezentata in figura 5.2. Dispozitivul
de citire-scriere ajunge la ultimul simbol in starea (2, daca numarul de unitati este
par, iar in starea s, cdnd numarul acesta este impar. Dupa aceasta DCS se va
deplasa in pozitia initiala in starea (4 Sau Qs, tiparind True sau False, respectiv.

A—>True

Y

1AL =

[OF]
1->R 1->R
0 AL

Fig.5.2. Diagrama maginii ,, & - numar par”

Qa
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Pentru ca predicatul P(«) si fie calculat cu restabilire este suficient ca in
buclele g4 si gs sa fie pastrate unititile (1—»1L in loc de 1—»A4L).

5.2.6.2. Masina ,,salt conditionat”
Magina Turing cu alfabetul Ain={T, F} (prin T am notat True, iar prin F —
False) si comenzile
0:T—q:FE,
g:1F—q.TE

calculeazd negatia unei variabile logice. Din calculabilitatea predicatului total
definit P(e) rezulti calculabilitatea negatiei lui P(@).

Fie functia () definita de relatia:
gi(a), dacd P(a)=T,
f(a)=
g2(a), dacd P(a)=F,

iar dacd P(a) nu este definit, atunci f(«) la fel nu este definita. Functia f(«) se
numeste salt condifionat (ramificare) la gi(«) sau la gz(a) conform conditiei
P(a).
Poate fi demonstrata
Teorema5.2. Dacd gi(), g2(e) si P(«) sunt calculabile Turing, atunci
ramificarea g1 si g2 conform conditiei P de asemenea este
calculabila.

Fie T1 cu sistemul de comenzi 2i si multimea de stari Q1={0i1,..., quni},
calculeaza g; T2 cu sistemul de comenzi 25 si multimea de stari Q2={Qz1,..., Q2n2},
calculeaza gy; Tp calculeazi cu restabilire P(«). Masina T, care calculeazi saltul
conditionat g1, g conform P este compunerea masinii T, §i a masinii T3, sistemul
de comenzi al careia este de forma:

23 =2 U2 u{gaiT—>quAiR, a1F—0214R, q1.—02.E}.
Primele doua comenzi transmit controlul sistemelor 21 sau 2, in dependenta
de valoarea de adevar a predicatului P(a). Comanda a treia defineste starea finala

02; a masinii Ta. Ea va fi indeplinita pentru orice simbol, din care cauza simbolul
benzii nu este indicat.

5.2.7. Masina Turing universala

Sistemul de comenzi al unei masini Turing poate fi interpretat si ca descrierea
modului de lucru a unui mecanism concret, §i ca program — set de indicatii, care
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conduc in mod univoc la un rezultat. Cand sunt cercetate exemple concrete
persoana in cauza de obicei se situeazd in rolul de mecanism, care poate indeplini
lucrul oricarei masini Turing, avand la dispozitie setul de instructiuni ca si
program. Siguranta cd toti vor indeplini in acelasi mod comenzile (adica nu vor
face greseli, ceea ce se considerd si in cazul masinii Turing) nu este altceva decét
siguranta, ca existd un algoritm care descriec modul de lucru a masinii Turing
conforma programului dat. Nu este complicat sa formuldm acest algoritm:
“Pentru configuratia curentd aiaxQidjoz sa se gaseascd in sistemul de comenzi
comanda cu partea stdngd (;a;. Dacd partea dreaptd a acestei comenzi este de
forma gi'a;'R, si se schimbe in configuratia curentd giaj cu a'gil, vom avea
configuratia o1« aj*Qi*az; dacd partea dreapta este de forma q;'a;lL, si se schimbe
axgiaj cuU gi*ak a;t. Poate fi demonstrat, cd pentru cazul E situatia poate fi redusd la
una din cele prezentate anterior”.

Dar, conform celor discutate chiar la inceputul acestui capitol, descrierea
verbala a unui algoritm poate fi imprecisa si trebuie formalizata. Pentru aceasta
poate fi utilizatd chiar masina Turing, adica sd construim o masina Turing, care
va realiza algoritmul, descris mai sus. Pentru maginile Turing, care calculeaza
functii de un singur argument, enuntul problemei este urmatorul: sa fie construita
magina Turing U, care calculeaza functii de doua argumente, care pentru orice
masina T cu sistemul de comenzi 2t va verifica conditia U(Zr, @)=T(«), daca
T() este definita (T se va opri pentru datele initiale @), si nu se va opri in caz
contrar. Orice magind U cu aceastd proprietate se numeste masina Turing
universala (MTU). Formularea conceptului de masina Turing universala poate fi
extinsa pentru orice numar de argumente.

MTU, ca si orice altd masina Turing, trebuie sa posede un alfabet finit Ay si o
multime finitd de stari Qu. Nu este posibil de obtinut aceste doud obiecte prin
simpla reuniune a alfabetelor sau multimilor de stiri ale maginilor initiale.
Oricand poate fi propusa o masind noua, care nu a fost luata in consideratie.

Solutia constd in codarea simbolurilor din Ay si Qu cu cuvinte din alfabetul
Ay. Fie |Au|=mr, iar |Qu|=nt. Vom considera, ca a1 = 1, iar amr = A (aceste
simboluri sunt intotdeauna prezente in alfabetul oricarei MT, care calculeaza
functii numerice). Notdm codurile pentru g; si a;j prin S(qi) si S(ai), definindu-le
dupa cum urmeaza:

S(A) = AT,
pentru orice alt simbol a; S(aj) = aA™T11,
pentru starea finald gr; S(gr.) = gA"TY,
dacdi =nt S(qi) = qA"T 1,

115



Codul S(aj) unei magini concrete T intotdeauna are lungimea mr, iar codul
S(qi) — nt. Simbolurile R, L si — sunt introduse in alfabetul Ay, adica S(R) = R,
S(L) = L, S(—) = —». Notam codul cuvantului ¢, format din codurile
simbolurilor, care formeaza acest cuvant, prin S().

Enuntul final al problemei masinii universale Turing este: pentru orice
masind T si orice cuvant in alfabetul At si se construiascd masina U, care va
verifica relatia U(S(27), S(@)) = T()”.

Este posibil de aratat, ca poate fi construitd o masina universala, care poseda
doar doud simboluri in alfabetul benzii (codarea binard !). Shanon a stabilit
posibilitatea construirii unei masini U cu doar doua stiri, iar Minsky si Bobrow
au demonstrat imposibilitatea construirii unei masini universale cu doar doua
simboluri si doua stari.

Existenta masinii Turing universale permite tratarea sistemului de comenzi a
unei masini oarecare T in doud moduri: sau ca descrierea functiondrii unui
dispozitiv concret, sau ca program pentru masina universald U. Analogic, un
algoritm de comanda poate fi realizat sau cu ajutorul unor resurse tehnice (“in
metal”) sau prin program — elaborand programul unei masini universale de
comandi. Insi ideea unui dispozitiv algoritmic universal este absolut
independenta de nivelul de dezvoltare a resurselor tehnice, care permit
construirea acestui dispozitiv. Aceastd idee nu este o realizare a tehnicii, ci un
concept matematic, descris in termeni abstracti independenti de resursele tehnice
si bazat pe un numar extrem de mic de notiuni initiale.

Este important de mentionat, cd lucrarile fundamentale din teoria algoritmilor
au fost publicate inaintea aparitiei calculatoarelor electronice (1930 — 1940).
Aceasta interpretare dubld pastreazd si la nivel abstract avantajele si
dezavantajele principale ale celor doua variante ingineresti de realizare: cu
ajutorul unor circuite electronice sau prin program. O masina concreta T lucreaza
mult mai repede, pe cand dispozitivul de comandd al masinii universale este
relativ complicat, fiind relativ mare numirul de stiri si comenzi. Insi
complexitatea lui este constanta si, fiind odatd construit, poate fi utilizat pentru
realizarea oricaror algoritmi. Va fi nevoie doar de o banda de capacitate mai
mare, care este mai ieftind §i organizatd mai simplu, in comparatie cu dispozitivul
de comanda. Mai mult, pentru algoritmi noi nu este necesar sa fie construite
dispozitive speciale. Va fi scris doar un alt program.

5.2.8. Teza lui Turing

Este oare posibil sd se construiascd o magind Turing pentru orice procedura
algoritmica? La aceasta intrebare raspunde
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Teza lui Turing: Orice algoritm poate fi realizat de o masini Turing.

Teza lui Turing nu poate fi demonstrata, deoarece chiar notiunea de algoritm
(procedura eficientd) nu este exacta. Teza datd nu este nici teorema, nici postulat,
ci o afirmatie, care leagd teoria cu obiectele, pentru descrierea carora aceasta
teorie a fost creatd. Confirmarea tezei lui Turing este pe de o parte adusd de
practica, iar pe de alta parte, de faptul, ca descrierea algoritmilor cu ajutorul
oricdror altor modele cunoscute poate fi redusd la descrierea cu ajutorul
maginilor Turing.

Teza lui Turing permite sd inlocuim afirmatii inexacte despre existenta unor
proceduri eficiente (algoritmi) cu afirmatii exacte despre existenta masinilor
Turing, iar cazul in care o magina Turing nu exista sa fie tratat ca si inexistenta
algoritmului in general.

5.2.9. Problema opririi

Una dintre caracteristicile obligatorii ale algoritmilor este rezultativitatea,
adica dupa un numar finit de pasi algoritmul trebuie sd puna la dispozitia noastra
rezultatul calculelor. Formal, problema poate fi pusa astfel: pentru un algoritm
oarecare A si datele initiale « sa se stabileasca, daca lansarea lui A va conduce
sau nu la un rezultat. Adica, trebuie sd se elaboreze un algoritm B, pentru care
B(A,2)=T, cand A(a) este rezultativ si B(A,@)=F, cand A(@) nu di rezultat. in
baza tezei lui Turing problema datd poate fi formulatd in termenii masinilor
Turing: sd se construiascd masina Turing To, care pentru orice masind T §i orice
date initiale « ale acestei masini:

1) To(2r, @)=T, dacda masina T() se opreste si
2) To(2r, ®)=F, dacd masina T(@) nu se opreste.

Aceasta este problema opririi. Poate fi demonstrata teorema:

Teorema5.3. Nu existd o masina Turing To, care poate rezolva problema
opririi pentru o masind Turing arbitrara T.

in baza tezei lui Turing imposibilitatea construirii masinii Turing To inseamna
lipsa unui algoritm de solutionare a problemei date. Este un exemplu de
problema algoritmic nerezolvabila (indecidabild). Problema opririi masinii
Turing este algoritmic nerezolvabilda (problema indecidabild), adica nu poate fi
algoritmic rezolvatd problema determinarii rezultativitatii algoritmilor.

Lipsa unei solutii pentru cazul general nu nseamnd in mod obligator lipsa
solutiei pentru cazuri particulare. Indecidabilitatea problemei opririi poate fi
interpretatd ca inexistenta unui algoritm general pentru depanarea programelor,
adica un algoritm, care avand la dispozitie textul programului si datele initiale
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poate sa stabileasca, daca programul contine sau nu cicluri infinite pe aceste date.
Pentru marea majoritate a programelor (cazuri particulare!) poate fi stabilit, daca
un program contine sau nu cicluri infinite, poate fi determinata si eliminata cauza
acestui fenomen (programe depanate) si obtinut rezultatul necesar.
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5.3.
5.1.

5.2.
5.3.

5.4.

Exercitii si probleme

Elaborati programul unei masini Turing, care transforma un cuvant initial 1*
in X numere egale cu 1 si separate prin marchere.

Elaborati diagrama maginii Turing, care transforma cuvantul 1*/*...*/*] cu
X unitati in 1%,

Construiti magina Turing, care transforma numarul y daca este impar, intr-
un numar par $i-1 lasd nemodificat in caz contrar.

Pe banda unei masini Turing sunt inscrise mai multe numere in cod unar
y1= 1%, yo = 1%,..., Ya=1%, separate prin cel mult trei blancuri. Propuneti
programul unei masini, care va elimina toate blancurile dintre numere.
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